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s 1. Inleiding. 
Er bestaat een grote analogie tussen de resuitaten uit de 
differentiaalrekening en de differentierekening. Hoewel men 
gewoonlijk meer vertrouwd is met die uit het eerste gebied 
zou men toch kunnen verdedigen, dat die uit het tweede gebied 
eenvoudiger zijn. Immers, terwijl in de differentiaalrekeninb 
het begrip afgeleide functie 
f'(x)=Df(x)= lim f ( X +h) -f ( X) 
h-+O 
een centrale rol speelt, treedt in de differentierekening els 
belangrijkste begrip op de uitdrukking 
b. f(x) = 
h 
f ( X +h ) - f ( X ) , 
welke uit functiewaarden van f(x) bereke~ kan warden slechts 
door af te trekken;bij de berekening van Df(x) daarentegen is 
a~gezien van de d~ling nog een extra limietovergang nodig. 
Anderzijds heeft het felt, dat deze· limietovergang bij de be-
rekening van ~ f(x) achterwege blijft, ten gevolge dat 
l'1 
~ f(x) een functie is van twee veranderlijken x en h. Hier-
door zijn sommige formules in de differentierekening weer iets 
gecompliceerder dan de corresponderende in de differentiaal-
reh~:1-1·.1c;, zelfs als men ze beschouwt voor constante h.Reeds 
Newton beschouwde uitdrukkingen, die gelijken op de hier in-
gevoerde verschillen, nl. uitdrukkingen, die wij in onze 
notatie zouden · kunnen aangeven met . · ~ i f(x). Wij zullen 
echter voor dergelijke uitdrukkingen, die men gedeelde ver-
schillen noemt, een wat andere notatie bezigen en,de punten 
x en x+h resp. met x1 en x2 aanduidende, schrijven. 
f(x'1)-f(x 2 ) 
V~rdere uitw-E-rking v::rn deze gt:dachten1;.ang voert tot de theot':Lt1i 
dcr interpolatie.r'ormulcs, in ze!lmPe z1n op te vatteri als de 
ana loga van de reekst~n van T::iylt.,: of' Mac Laurin u1.t de d!ffe ... 
rent.ies l ~•t:J:ir;ntng. Vr: -wsnt h.i.c r:in(;i.k• z1Jn de zgn. facu.lte1ter1-
ree\.;;aen, d.ie men nl::, ht:t ,3na1::-gon van de ?11;1chtreekeen uit ~e 
analyse kin opvatten. 
Evena.ia naaat; d,} .::iff(::renti.aalrekx:tiing een 1ntegraal-
r'e~wn1 ng beeti'l,H, :ls \:: ,.· rw;ist de di Lr crent1er•eken1ng ean smn-
mr1. t 1e t'€tl<Eming. Na hat de theo·r'i.,r: d{:1~ differenttaa1vergel1Jkingen 
atBat die der d1fftH•entievcrgcliJkingen. 
In hQt volgende z::: 1 an r c lk deze r- ondcrwerpen cnige a~r ~ 
d.:J~;ht wor'd(:n beste:cd. Soms w,:ndt l;:l..,) de tlI'leiding vsn resul-
tit~n - naar me~ zou kunnen uordelen: ten onrcchte of onnodig-
gcbruik ge:m1:!a ict van t>csulta t12n ui t de d ifferent1ea 1- e:n 1nte-
~_;nrn ·1 reken1ng. 
Onder ~ f(:x) ve1~staat mcn,zo81s sl rn de inleidirig werd 
opgemerkt, de uitdrukking 
1' ( X +h ) - f ( X ) , 
In bet geva J, dA t men h -·· 1 n2emt, achr-ijft men kortweg 
A f( X) :,. f( X +'1 ) -· f ( X) • 
Naast deze opcr:-itorcn is hct nog van belang om in te voel:"cn 
de ver-schui v ingsope re tor E, (?;~de f'init'.e rd doa· 
Ef(x) ,,, f(x+1). 
Bij gevolg is 
A f(x) = Ef(x)-f(x} =(E - 1)f'(x). 
In opcrntoreritci:-11 geschr·cvcn kr1Jgt men 
A = E-1. 
ME:n \Gu: voor nntuu;~l.i,Jkc h de operatoren Ah fm Eh m.et vol~ 
ledigt" indut:ti~ dcf_t.nHh•:.:n en v1ndt dan bv, Ehf(x)=-f(x+hi Do 
lnatstc fonnule is ook als dt:fin1tie van Eh op te vatt~n vo1.,, 
niet gehcle h. 
Orn.rRavvee· '1 : · n_--.,,,~ -1~ ri'hE,,l•c - Eh+k .. 11 h ,.,..., 1". Men v1-ndt nu ~ Di:,: '" ~I, ·.I <..J ,._, '" v 00 !:'' 8 .. €) ._ •, .-.. 
de volgende oper,~torenfo1"!t1u.le 
Men k.an voot•te echrijven 
Df(x) •= lim 
h--1{') 
DE3 
voor•opgeateld n,:ituurl1Jk, dat ~e 'bBschouwdc 11.mi.eten beeto,ltti. 
Men p lt:egt di t lii n. ta tc r-esu 1 ta.n t i,,e 1 te sch ri~)vEm in de aym ... 
bolische gedaAnte 
!) ~ 11m 
h-.() 
wearblj hct de bedoel1ng is~ dat beido reeul.tot11n op een rune• 
tie f(x) wordcn toegcpast en men voor 
( 11m 
h-0 
\ i f(x) leze 
J 
lim 
h ( E - 1 h f{x~ 
Wanr in de: toekomst weer d1;;:"•gelijkc 11mietovergangen 
optr-edt:n ia hct de bedoel:;,ng 1;:t~ can eenzelfde 1nterr.retat1e 
aan te geven, dwz. met de operotor·enformule 
F' '"' l imO 
woi:-dt bedo~ld 
lim a(r(x)) ... (lim G) f(x) ,,,,~~ f'(x) , 
vooropgesteld, dot de ltmiet 1n het linkerl1d voor functies 
van zelcert· 1<18 ssc, o 2 soms z0 l fs voor alle functiea beetaat. 
Zo heeft ml:n vco-, de: J:unct.1.c f'(x) ""ax, 1nd1en a I, 1 de for-
mule 
N N (I=. En) X r_ ( i\/C) a = 
n=o n=o 





z= 8 x+n= 
!J:::::O 
Men kan nog verder gaon en opmerken, dat 
X { 1 E~) a' X 
- • ~ = c1 
,- a 
is, en vindt dan 
zodat. me:n hier zou ktmnen gsan schr.1jven 
x+N+1 
a - a 
X 





Deze laatate tormule heert elechta voor 1cmm11e f\mct1ea betebD1a .. 
.Bovendlen z1J er nog op gewezen dat de operator (1-1)·1 niet on-
dubbelz1nn1g is vaatgelegd. Immera :naar z1Jn det1n1t1e 1a d1t die 
operator. d1e aan een functie (1-E)t(x) de tunct1e t(x) 1elve toe-
voegt. Ind1en men echter bij f(x) een f'unctie met per1ode 1 optelt, 
bv. sin 21rx, den verandert (1-E)r(x) n1et, maar t(x) wel. Bet ia 
zelra zo dat 
00 ( L.En )ex 
,,.,.o 
•oor la\>1 d1vergeert, maar dat men ook nu nog aan 
(1-E)-1 ex 
wel dege11Jk een (en due meer dan een) beteken1e kan hechten, nl. 
bijvoorbeeld 
ax ax 
1_8 of 1_8 + sin 2-rrx. 
W1J Willen nog een voorbeeld geven van een door een oneln41ge reek~ 
voorgestelde operator. Oaen w1j uit van de hierboven gegeven rormule 
D• ~!~ ~ 
en van bet bekende resultaat uit de analyse, dat bV., voor a >O geldt 
11m 
X ➔ O 
dan zo~ men er behagen in kunnen scheppen om te schr1Jven D • log E. 
W1e dan nog verder zou 'Willen gaan, zou kunnen eohrijven E • e01 
Ex• exD en daarna 
cm ten slotte op te merken dat, als men de operator-en in beide leden 
van deze relat1e toepast op een funotie f, de een in het punt x con-
vergente MacLaurinontw1kkeling bez1t, het Juiste resultaat 
f(x) • ~xnr(~)(o) 
"'co n. 
wordt verkregen. Het behoeft geen betoog dat het bovenstaande • 1n 
eerste i.netantie - sleohta heur1st1sohe wearde bezit. 
Men detinilert verder de terugwaartse d1fferent1ea door 
V r(x) • t(x) ... t(x-h), 1.h.b. Vt(x) • 7f(x),. 
h i 
zodat mE!tl heett Y· 1 ... i-h i 1hy-r1h - ~ .. 
DE::» 
Uit 
A• E-1 vindt men voorts 
..... , 
L:.n .. (E-1 )n !f'1 r_• 
h=o 
en analoog n 
.:L 
,'l.•O 
En _ ✓ 1 )n 
- \A + ::.-: 
Hiermede is hf:t r:1oge l i,jk om cHce operf.itor- virn de gedaante 
,. ''j 
1n de gedeante n 
t) 1 EJ te schrijven £Hl omgekeerd elke ope-r_ 
J=o ., 
~ator van de tweed~ gedaante in de eerste. 
Naast de operatoren E, A en v voeren w1J e~ nog een 
aantal in, die voor het vervolg van belang z1Jn. 
De operator v3n het gemiddelde M wordt gedefini~erd door 
h 
~ f ( X ) ~'" i ( f ( X ) + f ( X +h ) ) . 
K..::·nneli.ik hc-eft men M = ~- (1+Eh) 
-- h ;;;. • 
Op grond vnn de verwnntschap der symbolen A en v 
zou m(m nr1ast de operator:- M ook nog een operator W verwach-
tcn, welke ged~f1nl~e!•d ls door 
dus 
~ f(x) ·-} ( f(x)+f(x-h)) , 
-,-hM 
"" l:, , . 
l\ 
Deze opcrrtor treedt cchter vriJwcl nergens op in de theorie. 
Tenslotte voeren wij nag in de centrale differentieoperator 
gE:defini~e~·d door· ~f(x)""f(x+½h)-f(x-ih), dus door 
1: ~J. 'h _ .r• •• ·•. -·2L t, 
.o '" l'.,.: 
h 
en de centr8le operator van het gemiddelde gedefini~erd door 
j; f ( X ) .... ;~ ( f ( X +·} h ) + f ( X -J h ) ) 
due door 
Indien de ondet'index b.1J een der ni.euw gedef'in1~eroe 
operetoren gclijk i.s trnn '1., zullen wiJ deze veelal wegleten. 
.J..J.L.:.JV 
Er bestaan uiteraard tal van relaties tussen de hier inge-
voerde operatoren , , en , welke 
systematisch kunnen worden gevonden door eliminatie van E 
uit de grondformules, waarrnede al deze operatoren worden uit-
gedrukt in de operator E. Wij volstaan hier met slechts een 
aantal der meest voorkomende resultaten te vermelden; 
1 _lh ½~; µ 2 .1. s2 M = 1+, 2 bi. , ;;; = E 2+ = 1+ 4 j h h h h 
g = E-½h b.. _1.h ; 
-1t = E 2 M. h h 
Wij merken nu reeds op, dat men de waarde van een functie 
f(x) kan vinden bv.uit f(x-1) en Af(x-1), dus ook uit 
f(x-2)., t:.f(x-2), J::i. 2f(x-2), enz. 
Opgave 2. 
Dru k f ( x + n ) u it in f ( x )', A f ( x ) , A 2 f ( x ) , .... , .D. n f ( x) . 
Bij het uitwerken van deze opgave kan men vaak met vrucht het 
volgende schema gebruiken, waarbij steeds het verschil tussen 
twee onder elkaar staande woarden geschreven is op hun midden-
1.oodlijn, rechts van die waa rden. 
f(x-2) 
f(x-1) .6.f(x-2) A 2f(x-2) 
.D.3f(x-2) 
f(x) 




e:.3 f( x-1) 
f ( x+1) A2f(x) 
f(x+2) 
Af(x+1) 
Ditzelfde schema is nog op diverse andere wijzen te schrijven 




f ( x+1) 








'v4f(x+2) 'v f(x+1) 
~f(x+2) 
'ilr(x+2) 
Beide schema 1 s hebben het nadeel van een zekere asym.metrie. 
Dit nadeel valt weg, als men zich bedient van de centrale 
differentieoperator 6 • Dan krijgt men het volgende schema; 
DI 
t(x-2) 
& f(x ... t) 
r(x-1) , 2r(x-1) 
of(x--½) , 3r(x-t) 
f(x) , 2r(x) &'t(z) 




Hier valt nog op te merken, dat in de dr1e ge.geven achema •s 
op correspondereode plaataen dezelfde (numerieke) waarden 
stean, die in de drie schema's eleehts in notetie verschj~:~n. 
Wij kunnen de scheme' a ook nog in operetorenvona ge-
ven, waarb1J het dan de bedoeling is, dat overal achter een 
operator 1n het schema eenzelfde runctiewaarde, in ceau r(x), 
wordt gedacht. 
Es2 











02&ave ~- Geef ook de operatorennotatie van het h1erboven 
neergeschreven tweedet«lderde schema. 
Verder merken wij nog op dat men bij :f'unctiee van meer va-
riabelen, analoog aan de partiij~le differentiaalquotiln~~. 
uit de analyse, partieele differentiequotiijnten ka.n vorm..__n, 
Wij schrijven 
De formu.le 
Ax f(x,y) = f(x+h,y)-f{x,y) 
h 
/1 f(x,y) = f(x,y+k}-f(x,y). 
k y 
A x 6. y = A· A x is een trivialiteit, 
.h k k~1 h 
.. 
in tegenstelling tot de corresponderende formula uit de 
differentiaalrekening. Soma is het wel gebru.ikelijk om::.:..: 
nog zgn. totale verschillen te defini~ren: 
A f(x,y) = f(x+h,y+k)-f(x,1) 
hJt 
zodat men heeft 
A :t(x,:,) = A x f(:z,y+k)+ A Y f(x,7) 
h,k h k , 
• A 1 t(x+h,7)+ A. f(x,1) • k h"'"" 
8 
J)Z. 
De oorresponderende verachuivingsoperatoren de:fini•ren we nu 4oor 
~ f(:,;:: ◄ y)= t(x+h,y); Eykf(x,y) • :t'(:x 11 y+k) .• 
Men heeft dan de operat. · ... :. ".!~.o.tioe. 
-1; 
In deze :paragraaf geven wij 0011 aantal grondformules va:r1 de dif-
ferentierekening, waarbij r~teeds duidelijk de analogia met de corres-• 
ponderende formules uit de differentiaalrekening naar voren wordt ge-
brE;cht. 
illereorst heeft men "''":i·::ir een oonstante o na.aet De = o ook de 
formula A c = o. 
h 
.Analoog aan de formules 
:D( f zg) ~ Df_+Dg, Def ::-: cDf ( o constant) 
heeft men in de differentierekening 
A ( f±_g) = A f + t::;. g, A of= o A f(coonstant). 
h h h h h 
De formule 
D(fg) = g:Df+f:Og 
heeft echter niet zo · .1 eenvoudig analogon, hetgaen belangrijke conae-
quentiea zal blijkcn te hebben. 
Immers 
en due ook 
(Ef1-1)f. 
= "ffg. A f 
.h 
A ( fg) = Iff,. .6. g+g. !:'::. f. 




Hier treedt dus in het rechterlid de operator Ff- extra op. De gevolgen 
blijvei-1 niet ui t: Te::r:-wijl men heeft 
Df2 = 2:f .,Df 
vinden wij hier 
A f 2 -:: (1ft + f) A t ~ 2 M f. A f • 
11 h h h 
Zo vindt men TJ.a.as~ Dx2 = 2:x het resultaat 




Di t zou hat ogenbl:J.k r.ijn om het berokenen van di.ft&rentiea te •1:alum, 
ware het niet det m<m t niet o.lleen ter wille van de fo~l• ualogie, 
eer.1 nteuw aymbool had ingevoerd, waardoor tal Vlln forw.lee ui:t de dit-
f eren tieroko?:.ing toch ovi::rf,enkom.at vcrtonen met de oorreapondere:nde 
· · d d . .,.,, t• 1 ., · ,~ hr'j""t UJ."t o 1 ...... ercm· iaa-reKen::..n~. iler. sc 1 ,A. 
x< 1) = x; x< 21 = x(x-1), x( 3 )= x(x-1}(x-2); ••••• 
i.hea .. voor natuurlijke n 
x(n) -
Men vindt nu 
( n "'\ 
... - ,}(""' :n' 
.... I;,,•-&. J .. 
A.:/n) = (x+1)(n) _1Jn) = n.J/n-1), 
zodat de e.nalogie 11.u gered ia .. Evcr:go:;d ala voor Dx(n) geen eenvou.diga 
forilIUle: bestaat, besta.e.t er dan ook geen voor A -:x!1. 
Het hief ingevoerde symbool ,/n) is een bijzonder geva.l van hat 
elgemenere x~n;h) = x~x-h)(x-2h) ••• (x-(n-1)h); x(o;h)= 1. 
n•1) (n' Kennelijk hecft ,11011 x · ' ' = x .~,. 
QQ.g_~y:_Ll. Schrijf het produc't x( x+h) ... (x+nh) ook met behulp titer Oi€~uv1 
ingevoerde symbolen. 
ilvorens de theorie der differentieoperatoren voort te zetten gaan 
wi.j nu eere·"'.:; ··.·~·.1 c::<r1 '",!"''":.l bokol'!de formulas· van .macht.sverhoffing na 
of zij ook geldon voor de nieuw ingevoerde machten die wij ook wel 
pseudo machten zullen no:::rnien. Wij hebben hier op het oog de formuloa 
Jr ll YI 
xnxm :::c xn+m; (xn) , = xnm; (x+y)n = 1: (h )xh:f-h. 
h::::o 
De eerste der -f0.._.~les geldt kennelijk niet zonder meor ala men de 
me.ch ten door pseudcmi:1 ch ten verve.ngt. Wol geldt echter 
( 1). (n;:t) ~-•nh (m;h) __ fn+m;h) 
X • .... X - y· 1 
dus in het bijzo~der x{n) E-n :i/m) = :i/n+m) 
0 ga"{.~.l· Bewij.s dit. 
Dn a (n) a-n 
.Q:2&!.y..!LJ.. Bewi j B x = a x . 
: 1 ":h) Jn) n 9~B~~Ll· Bewijs (xh1 = x h. 
Voor de tweede formule is geen eenvoudig analogon met pseudomach-
t€n te geven, wel echtcr van de derde. f.!ien heeft nl. de volgende for-
mule (formulH van Van der Mende) 
Een eerste bewij s .!lfH;i~l,i fl'rle door vclle(U.ge tndu()tia n&t\l' ·n• Voor 
n = 1 is de bc·.ver:1ng "triviaal en, e.ls zij reeds bewezon is voo:r zoke-
:re natuurlij1•::e n, vindt men Yoor llH 1 
10 
' 
Gebruik. makende van het al bekende resultaa.t voor (x+j)(rqh), 
vindt men hierui"t gemakk:elijk de gawenste fo1,mle 1naten men Ytr-
der nog de :factor. x 1· y - nh 0·9 p.s.m:rn:1do wi;jze in twee gedeelt&n 
,11).U..t~t. Dit bewijc is d1rn .:.r~ feite analoog aan het ben:l.j& van de 
... ~ • . lT t ... ~ 
.1. orr.1uJ.e vnn .,ew c,n voor lewone !'1St~nten. Ook hier wordt gebru.ik ge-
maakt van het beke:nd1:i · add:~ tietheoretna Ya.'1 binomia.e.l cotUfi.cH!nte:1. 
. e r Een tweede bewijs i~ tc leveren door op twee manieren ae n s ge-




u * , EnerztJ:s n8 ~fgeleide (verg.opg.3) gelljk a3n 
~ - n ( ) !.!][_ -n 
, ,~ -•n ( ) n;h 71 11 ... l--i:i- - n+1) u ,,:; h x-:y · u 
en cmderzi,}de vinct mi:;:n door toepvssing van de formule van Le1bnitz 
~ f: X y_ 
r,n .. ,. _ ..fl- ( n) (Dm 11n) (Dn-m un), ~ u u ~ m 
~·n=() 
waeruit het gewenate 1~rultaat gemakkelijk volgt. 
,1a8rbij de som wordt uitgestre~t over alle n1et negatieve gehele 
n1 , . ..• nr met som n. 
Men definieert verd~r voor natuurliJke n 
. ( -n; h) __ 1 
x - (x~h)(x+2h) ... (x+nh) , x(-n) = --~·_1 __ __ (x+1) ..• (x+n) 
O-o.:::.6. Bewijs __ ......,,  da formu~~ (1) voor willekeurige gehele men n. 
0:)f':: 7. Bewi,js 
_,.. . .........._.._ 
.r, 1 ) ( . n' )-·(--)nt-1 (-")(n;h) X\ ,{+.1_ , • X l- .. 11 -· " , 
1 · .. ( )n ,, . \.)(n;h) 
--,~ ··· 3 Bewi Js --,.----,-..- .:;; - , -'< --.1 . 
~~'b• · x{-n;h) ' .. 
Met gE: bru ikm,1ki n;::: v ·;n 
e..::n definitle gevcn vtn 
de r-fun~tie kan men voor willekeurige n 
x(n;h) Men definieert nl. 
r(nx +1\ (, ') r. I 
. n: n _ , .t • 
X ··· .l -----
dus 1n het bijzonder 
r(~ -n+1) h 
"(n) ""' r pc1'1} 
" x-n+ J · 
11 
J)J 
Opg.2. Last zien dat de n1euwe def1n1t1e overeenatemt met de oude voo• 
gehele n. 
Opg.10. Bew1Js voor x >ode formule 
00 
n~ x(-n) 1 2: - = X n•O 
00 x(n) 
02s,11. Bewijs 2x • z::: 
-.rr-· n•O 
Een veelterm 18 op te vatten ala een 11neaire comb1nat1e met on-
stante coefficienten van een e1nd1g aantal der tunctiea 1., x, x~x3, ... 
Het ia zonder meer du1del1Jk dat men een veelterm even•ens ken ch!-1J-
ven als een lineair compositum der funct1es 1., x, x< 2), x(3).,. , 
terwijl omgekeerd zo'n compositum natuur11jk ook weer ta schrtven is 
als combinatie van de gewone machten 1, x., x2 ., .••. Om deze t 1jnsf'o::. 
maties over en weer systematisch af te le1den, is het goed ovr for-
mules te beschikken, die xN uitdrukken 1n 1, x, x< 2>, ..• , x< 7 en die 
x(N) uitdrf~~en in 1., x, x2, .•• ,xN. Men def1n1eert de getal)n van 
Sttrling S van de eerste soort door 
m 
x(N) = t s(N) xm 
m=O m 
en die van de tweede soort door 
N 
xN = L. cr(N) x(m). 
m=O m 
Tussen deze getallen bestaan tal van gemakkelijk ar e le1den re}p .. 
ties, waarop wij hier n1et nader ingaan. 
N 
0}?g,12. Bewijs L.. s(N) G'(m) = o voor N ~ h 
m==h m h 
• 1 voor N = h. 
0pg.1}. Bewijs s(N+1) - 5(N) - N s(N) m m-1 m • 
Opg .14. Bepaal een analoge relatie tussen getellen c( :) . 
Met behulp van de recurrente relaties van opg.1~ en 13 is het gemak-
kelijk om de getailen g(N) resp. a(N) te )erekene.1. D1t \can met ec:: 
m m 
schema geschieden dat analoog is aan het b6kende schema van de drie-
hoek van Pascal. Wij geven het hier voor de getalltn s(:) voor 





1 -6 11 -6 
1 -10 35 -50 24 
1 _ ... ,.. r,,.. 225 274 -"!20 ,,, . .,,, 
DB 
~. Bepael de eerste 6 regels van het corresponderende aohea• vo1:,r 
de getallen a<:). 
WiJ lcei•~m ne d1t intermezzo over getallen van Stirling terug tot 
het efletden van ditferent1eformulee voo:r de belangr1jkate eleaent11re 
functles, 
Met behulp van het bovena,hrnnde ztJn d1fferent1es van polynomen 
gemakkel1jk neer te schr1jven, 
' Opg. 16. :sere ken 
Verder herinneren wi.j aan hst re:e,ulteat 
A x-(n;h) ~ - nh x-(n+1;h) 
h 
De different1eformule vc:,or gebroken rationa1e funct.ies zullen wij 
later bepalen. Eerst beachouwen wi j nog de exponentHHe functie. M,::;1 
heeft 
,6. ax"" (ah-1)ax, 
h 
zodat de funct1e ax zich zowcl na differt?ntiatie als na d1f'ferent1e 
nemen op een constante factor na reproduceert. 
Naaat D~? = ex heeft men bv, L::.. 2x * 2x. 
0pg.17. Bepaal A abx, 
h 
0pg.18. Bt!reken ~ sin ax, A cos ax, b. sinh ax, b. coah ax. 
h h h h 
De functle log :xis in de different1oalreken1ng o.a. van fundamen-
teel belang omdat haJr afgeJ.eide gel1Jk is aan .1 . Beschouwt men ver~-
x 
der de functie bg tg x (welke overigens gemakkelijk uit te drukken .. r 
in logarithmen), waarvsn de afgeleide geltjk 15 aan +, dan kan 
X +1 
omgekeerc1 i~.:.:::::·c gcbrok,:;n rationale :funotic 1x:>rd.at1 r~· ~g)"f' · ·, 
D1t is dus 1n de analyse :reeds het geval zodra men rnear het begr1.,, 
logerithme heeft ingevoerd. 
In de differentierekening kan men z1ch met analoge problem.en bez·.1 
houden. Wij zullen ons allereerst afvragen van welke functie f(x) d0 
differentie gelijk is aan ~, dus wiJ trachten de differentieverg· 
lijlcing 
) 1 
.o.f(x = x 
op te lossen. Reeds eerder zagen wij det zo'n functie bepaald is op 
een eddi tieve funct1e met periode 1 na. W1,1 hebben dus slechts "1 op ... 
lossing c1er gezochte vergelijktng op te sporen, om daerna de voll<:'"H · 
oplossing te kennf;'ln. 
13 
DE 
Beschouw~n w1J nu de r -funct1e dle voor x > O te definieren is 
door oo 
-1 (· , f -t tx-1 . 
· .KJ:s j e d.X 
0 
en voor dergeliJke x volrtoet aan r(x~1)m x r(x) en die men voor nega-
tieve x (,£ -1., "i?, •·3,,.,) mc:±t ch: .LP at st(➔ form1.1le kan detinieren, uit -
gaande van de liel:::ende w,!':HH"'den voor pos 1 t teve x, dan ziet men gemekke .. 
11.jk in dnt 
s ~ _(~ +_"\}_ "" 1 4 ~_[_'J__tl 
r(x+1T .x·f\XT' 
wa,::iruit vol~~-c ,l~,t ue functie f(x),,, D ~~~} .,. D log i-(x) in de 
dtfferentiert:kt:::n!.ng de rol vrm loE,: x 1n de differentiaalrekenlng 
overneemt, 
.Q. g,19, Bepaal ei;Jn •:)plossing der vergelijking 
A f(x)= 1 . 
!1 X 
•. tJ n,,.,!'kcn ver('.€::!' nog op dat d6 func t :l.e 
vo1cioet aDn 
r, ( ) 
.l .X. :::, 
{ _) n-1 




n--1 ) D log r- (:x 
nn-1 t ( ) ( )) 
~' , log r x+1 -log r x 
wanrmce in princ1~e bij iedcrc ratlonalc functie u(x) alleen met 
hehulp van gebro:ct;_;n r1:1t ionale func t 112s tn de r -functie en haar 
afgeleiden ~en functie is aan tc e~vcn waarvan u(x) de differentie, 









Tenslotte J.1::1d.::n wij nog een a:.ntal formuleo af over hogere diffe" 
renties. Men be~ijst g1;makkel ijk door volledige inductie nain:• hat l'lD·· 
tuurlijke getal n dat 
A n x(tn.ih) 
.h 
w.e::ntd.;\ het 1.n ('e t:ei•att... ft,ctor in het rt:chte:-,11.d de bedof;ling is dat 
1e machtaverheff1ngeoperetor op ~c var1abele m wordt toegepaat. In hl~ 
btJzonder hc~ft men 
X 
tl ,. 
,,(n) . (m .. r,) 
t., J~ • 





llV ::: L., 
n""O 
( N)· 'r)\ ,';{~-n) n \ 1, ,l _1,;.. V . 
In Je d!ff~renticrekenin~ hce!'t men 
N N , ., .._,...~ ( N) . ,.,. n ) ( ...,nh 
,6. \ U\'} ,;;,.· ./_ 1. L.l. U l:'., 
~l ~-c, n ~1 
.,. .. •... . .. 
N-u )h D. T • 
h 
welke formule gemakkelijk door vc~l~dtge inductic naar N af te leidcn 
1s. Men heeft dus 1n het bijzo~ctEr 
•) 
,. ·-
.,_\ "> A r 'U, ,.,:2 v., :: U, ,!, AV+ ...... 
Le i.(1 'V{)CJJ. , ,._ N (. n\ ~ u J uit hct voorg58nde een formul, 
den geldt 
F( _sh,bx .• 
:,n 
,E.J , n-n 0 v. 
N ' :t h >' b u·nn .• e. F(a ). 
--~ n: n=v 
Qw:;:,_~_4., Be\Ji j s voc,r bo venstatind type vec➔ l terme:t1 
.,..,( ,...h) ( , X-r,,(· .J1T,..r1') (: ... x( ) ) 
,r L .. u _Jr.} --~ a .... '-""• .. ~ J a · u x , ,-
dus in het bijzonder 
~v.(:x) = ax (ah '1i +1:1.h-i)(a-xu(x)). 
p.:eg. 2.5., Leid de met het vo: .. : ~e raan1ta.at corresponderende formulA ""1 .. 
de diff~~-·.tianl~P~ani~g 
a:t' uit dat re3ultaat. 
DB 1f 
2M,g6. Bewija voor veeltermen F van het bovenbeeohouwde type de. 
relatie 
1@-}u(x) • axl(ah ~ +ah-1)(a-~(x)). 
en breng haar in verband met de corresponderende torllU.le uit 4e dif-
ferentiaalrekening. 
Opg.2,1. Bewija voor a IO de formula 
wnarbij onder 
,._ 1 . Ii w(x) 
~1-a-
= a h-x+ 
~k · w(x) een oploasing u(x) wordt verataan van 4e 
• 
differantievergelijking b.. u(x)+ku(x) = w{x). 
h 
9PB•_2_8_. 
z:;::~'6 w(x) = (b+1)x-1 --}s-- (w(x).(b+1)-x) (b,l-1). 
Opg.2~. Bepaal met behulp van het bovenetaande een oplossing van de 
differentievergelijking 
flu(x)-bu(x} = 1. 
§ 4. :B...9,rnu111~ans2h 1p_tem11Kt • 
Voor het vervolg hebben wij gebruik te maken van veeltermen van 
Bernoulli, welke wij thens eerst gaan besohouwen. 
De functie 
( t )n 8 tx 
et-1 
is voor l:t t < 2 rr en gehele niet negatieve n in een oonvergente mac!1t-
reeks int te ontwikkelen waarvan de coijfficitinten afhangen van de hier 
~ls para.meters op te vatten grootheden n en x. Wij sohr1jven 
( t )n tx ~ i:{x)th t 8 • L- - nt 
e -1 h: 0 
( 1) • 
De uitdrukkingen B(~}(x) zijn, zeals men gemakke11jk 1nziet, veelter-
men in x van de graad h-
ppg.1. Bewijs dit. 
Deze veelterm.en worden gegeneraliseerde veeltermen van Bernoulli genoemd 
De (gewone) veeltermen van Bernoulli vcrkrijgt men in het geval n = 1; 
men duidt se kortweg aan met ~(x) 1.p.v. ~ 1)(x). De grootheden ~n)(e,; 
S8eft men kortweg a.an met ~n) (dus ¾CO) met¾) ; zij worden 1egeno-
raliseorde getallen '\1111.Berna.iDl(resp.getallen van Bernoulli) genoemd. 
Wij beviijzen thans een optellingatheorema voor de gegeneralieeertt .. 
veeltermen van Bernoulli. Men heeft alleraerst 
, DI 16 
en verder ook 
De ooijffioiijnt van th in het laatste product is gelijk a.an 
h T... L e<~<:cJ 
k.m•O k ! rn, t 
k+m•h 
~nderzijde is deze gelijk a.an B~c-.+~)/ h! Dils verkrijgt aen 
du.a 
( 2) Bo,> ( s<n) ) h h ( ,c + y) v, (x.) + y > 
waarbij het blijkbaar de bedoel.ing is de.t in de laatste symbolisch 
te interpreteren uitdrukking de gewone binomiale ontwikkeling volgena 
het theorem.a. van Newton wordt genomen en de.arna voor (e<nlcx.))q. wo· ... 
gelezen B <~ (x.). 
Uit dit optellingstheorema. volgt in het bijzonder 
(3) 
zodat de coijffioiijuten in de (gegeneraliseerde)veeltermen van Bemo,£: .. 
worden gevonden ale :producten van de (gegeneralieeerde)getallm v.,..,,. .,.. 
noulli en binomiaalcoijffici~nten. 
Verd€r vindt men uit 
f_j_)n etx.+t _ (-..:t_.\" c tx. = t ( t) ·n-1 e tx 
\et_1 et-11 ~ 
met (1) de relatie 
dUS 
{4) 
o:es.2. Leid hieruit af Bt-1<1). Bn<o). 
Gebruikt men (3) met n = x = 1 de.n vindt men in verba.nd met het re· 
JUltaat van opg.2 h-• 
z:(:)B.g.o, 
,.o 
waarmede succeesievelijk B1 ,B2 ••• kunnen worden bepae.ld. Hiermee ie 
met (3) voor n=1 ook de formule voor ~(x) gevonden. 
Ook voor de afgeleide van B(~)(x) is gemakkelijk een resultaat te 
vinden. Men heeft nl. 
f:_ a¼- iin) (x) -t--· = a¼- (+.)n etz 
h::sO e -1 
) n e t:x 
d1.ts 
(5) nn<~~)(:ic) = hBt~~ (x) en DB(~)(x) ~ Al{u+1){x). 
2.K!.l• Bewijs dit res1.1ltaat ook uit relati.e (3), 















- n+1 • 
Eewijs ( 
\ 
" B n 1 ( ' h( ' 1 ' A h X) :-= , .1- l ., • • 
1:ewijzen nu cle re1atae 
~(n',, ( • ,h 1r) , , 
H r-~r \ - (- i• ·p\ •, IX) 






waaru.i t de 6ewenste 1~elatie direct volgt. 
In het bi j zonder h~~eft m.en 
0 - .... 
_/..12.eLw.• Bewijs 
13:t1{ 1-x): - I\i(x) 
B(n) U·n) - 0 2h+ 1 • ' - " 
:::: 
• 
xtn 9 tx n. tn etx n 
= ( e t_1 )n +- (et-1)n - -r t 
fa { x~) (x) n B~n)(x) n = hl + -- hT -t t 
Du.s 
~n)(x)= (x-n)B~~;(x) + ~ ~n)(x) - {- ~n+ 1)(x) 
waaruit tenslotte volgt 
( 7) B~ n+ 1 ) ( X) 
_0p_g_. 8. Bewij s: 
+ h( ~ 1 ) ~~~ ( X) • 
B(n) h . 
DE ti 
Hiermede zijn de veeltermen ~n) (x) te vinden uit de veeltermen met 
lagere bovenindex. Men heeft BiiO)(x) = xh. Nadat, zoals hierboven wer~ 
aangegeven,de veeltermen ~(x) eenmaal bepaald zijn, kan men uit t7) de 
veeltermen ~n) (x) voor iedere natuurlijke n vinden. Met behulf der 
gegeneraliseerde veeltermen van E€rnoulli kunnen wij opnieuw x n) als 
veelterm in x schrijven en om.gekeerd :/1- als compositum van x, x( 2), 
Uit (7) volgt nl. voor h = n 
~(n+ 1)(x) = (x-n) B(n)(x) 
"'"TI n-1 ' 
dus 
:s( n+1) ( X) __ ( ) ( ) ( ) ( 1 ) ( ) n x-n x-n+1 ••• x-1 BO x = 
= (x-1) (n )_ 
Du.s 
. Dhx(n)=DhB(n+ 1)(x+1)= n(h) B(n+1 )(x+1) 
n n-h 
en met gebruik der. formule van Mac Laurin en het resul taat ui t opgi=r~re r 
n ! ..JL_ :s< n) Tn-h) !" n n-h = 
Om om.gekeerd xn uit te drukken in 
wij uit van de formule 








A ( s)f(O) t 
B(n) h 
n-h x • 
machten van X gap..,,.. 
geldig voor veeltermen van een graad ~ h. Hoewel wij deze later 
uitvoeriger zullen beschouwen geven wij nu hier een korte afleidin~. 
Yvij weten dat zo 'n veel term f(x) te schrijven is in de gedaante 
(S) 
X 
en vinden dan voor j ~ O, .... , h 
1::) f(x) = a ( .. \ 6 ' \ 5- I l -:,- 8 ( s-1 ) " "' ., { a-j ,1-1 J x " ' , 
·, s . .. .. , 
<'11": ,, Aj f( ") w~~ - V = Bjt 
w=i.arui t de gewenate hulpform•..ile volgt .. 
Yervolgene heeft miim da1l 




h ( \ ( ' L - 1 - X S) R' -6) 
B:::0 aT° n-9 ' 
waannede de gezoohte voorctellin;:; van xh is gevonden. 
r/ij zien dus 
S(h) -·(h-1) R(h) • ,...(h) __ 1 R(-k) k - k-· 1 -n-k ' v lt - kl 71-k • 
01n nog een verder later te gebruiken resultaat a! te leiden ~"" 
wij uit van de formule 
(9) (1-t-t)x-i = £:.. _J_;_-Jj.hi{x-~1)- th= J°o ... f- 4h+1) {x). 
h=O h::::0 
Differentieert men dit resultaat n keer naa.r x, dan vindt men 
= 
th+n (h+hn+"i) (v). 
-;-r-- B A h. 
Neemt men x=1 dan verkrijgt men, alweer (8) gebru.ikende, 
( 10) 
h ~ h n ~~- 13( b+n+ 1) ( 1 )s=i L.. .:\-,- .:t._ ___ B( h+n), 
h1 h h=◊ ill h+n al 
QM..~• Bewijs deze form:ule v·oor n=1 rechtatreeks. 
Integreert men de beide leden van ( 9) van x naar x+ 1 d.an vindt me-; 
• {1+tl~~~ = z ~ .. -m,~ ( B(h+1)(x+1) - Bh(h+!1) (x)) = 
"Tog +"' h=O n. n+ 1 \ h+1 1 
~ i. ,?- B(hh) (x) • 
h:i:D ll• 
DE 20 
dus nan x integreren verkrijgt men 
(11) •.. LJ_+_~ = f_ th B(h-hn+1\x), 
logn(1+t) h=O hl 
en in het bijzonder 
Het geval n=1 levert ons de voortbrengende functie der getallen B~h) 
t f_ th B(h) 
-r-1-1--t-.-l 1-o g(l+ll" = h=O ~ h • 
Voor x=1 levert (11) in verband met (8) 
n 
(lo~C1+TT) = 
zodat (10) ook voor negatieve gehele n juist blijkt. 
WiJ geven tenslotte nog enige formules 
gaande zijn af te leiden 
B ( n ) - 1 • B ( n ) - -"·-n • B ( n ) - . .l.n ( 3 n 1 ) • B ( n ) 0 - ' 1 - -,J 9 2 - 12 - ) 3 
Bin)= 2\o n ( 15n3-30n 2+5n+2); B~n)= - ~~bn2 
die gemakkelijk uit het va::,r-
1 2 ) 
= 6 n (n-1 ; 
(n-1)(3n2-7n-2) ; 
(n) 1 5 4 3 2 B 6 = -4-0-J2· n (6Jn ·-315n +315n +91n -42n-16). 
B( 0) - : ¢ BC 1 ) - .. ~,__. B( 2) - . 2 .. ,_ 0 B( 3) - =-.2...... B( 4) - . ...&10 ::s< 5) - _._4 TI 0 - ' ) 1 - ,:! 9 2 - 6 ' 3 - 4 , 4 - 30 ? 5 - 12 
T( r-:. l - _1_9.0Jl7.. • B( 7) - 36,799 ' B( 81 .L0_lOO 17. 0 B( 9) - - 208272.3, • 
b . 84 , 7 - 24 ; 8- . . 90 ,, 9 - 20 ? 
B( 1 o) _ JJ.l2JJ.2.6.5. 10 - 132 ° 
( ·j 0 '.1 
' t'... 
= 1; B1(x) = x-½; 
4 3 2 1 
= x -2x +x - 30 "· 9 
x6 -3x5 + · 2-x4 -
= 2 
B2 (x) = x2-x+ -¾-; :a3 (x) = x(x-1)(x-½); 
B5(x) =x(x-1)(x-½)~2-x- 3L); 
1. 2 1 
2X + ·4-2~· • 
In verb~nd met enige later te gebruiken resultaten besteden WJ.J 
Wd·'v extrc. riqnrlacht aan de veeltermen ¾(x). Uit (1) volgt gemakkr--li-ik 
, 
00 B th t 
i ... + L ,)~ .1, -=~ := "~ct ~JL +1 0 
2 h=O h, et-1 
Daar het rechterlid een even functie van tis, geldt dus 
,: 13 ) B J. 1 = -2 
Vera er vinden wij door t = 2 iu. te stellen 
DE 2f 
00 {-)kB2k22k 
( 14) oot u r.. 2k-1 = 
--rror-- u • k=O. 




,. )k-~ :a u2k-1 u ~- L- \- 2k ,. • k:::O 





•:;,,. :n·z cot ,rr, ~ 1+ L. = 1-2 r.. r. 
h=1 lt h=1 D=1 
volgt dan co 
L. 
h=1 
we . aru.it ender meer b1ijlct da-t (-' 21 B <0 is voo:r n=1,2 ....... 
I . 2n. ~ 
Uit forrmle (6) volgt 
Bh( 1-x) = (-)h Bi/x) • 
Bijgevolg bezit voor k=1,2, •• * de functie B2k(x)-E2k nulpunten in 
:x::.O en x=1 terwijl vof:,rts geld't B2k+ 1 (½)= 0 en :B2k+i(1).::: -B2k+ 1 = 0. 
i)e functie :e2 k+ 1 ( x) heeft due de nu1punten O, 1· en 1 en de fu.notie 
132k(x)-B2k de nulpunten C en 1 o ·.:,e laten zien dat dit hun enige nuJ.y:un, .. 
ten zijn in het segm.ent ( o, 1). Stel de bewering is bewezen voor zeke-
re k. Had nu B2k+ 2(:x:)-B2k nog een nulpunt ! i· in (0,1) dan had de a:f-
6eleide dezer fu.nctie, dat is (2k+2) B2k·t- 1(x) vol.8ens het theorema vur 
Rolle nog een nul.r•1u'i.t in e~n aer interve.llen ( o,~~-) of ( ½, 1) in atri "': 
r1et de induc-cieond 'rstel.ling. Had voorta B2k+)(x) nog een van O, il o •• 
1 verschillend nuli:,unt { O, 1) dus in ( o,-~), dan had de eerste afgeleide 
( 2k-1- 3) :a2k~- 2 { x) er :1.lweer voJ.gens het theorema van .Rolle, ~en:-n.i:nste 
twee in (O, ½) en de tweede afgeleide (2k+3) (2k+2) B-ac+ 1 (x) er ten 
minste een in ( O,~,) in strijd met de inductieonderstelling. 
§ .)f'.'. • ~,0 J./ somr..iatieform:u.le van Euler Mac Laurin. 
In het vervolg zal het voor ons nodig zijn om uitdrukkingen Yan 
de gcdaante n N 
P(N) = L~ f(n) en G(N) == j f(x)dx 
n=u a 
met elkaar te vwrgeli~jkan en hun verachil ui t te drukken in f( N), f~N) • 
f"(N), .... Symbol:..sch genchreven heeft m.en f::::M:::DO, dwz. wij tra.ot .......... 
1:j' = )... f = _..,).... f uit te drul{ken in G = -J....- f,f',Df,D2f,..,. 
elJ-1 J.J 
Wij zoeken du::i een relatie van het type 
DE ti 
BR,+1 Kennelijk voldoen hieraan de getallen c0 • (n+iJI , aodat wij due 
pogen F(N) te achrijven in de gedaante 
N B jt(x)dx + B1f(If) + -it t"(N) + ... 
a 
Uit deze heuristische methode blijkt nog niets aa.ngaande oonvergentie 
van de hier neergesohreven oneindige reeks. Om hierover- d.w.z. over 
de resttel:D'll die ontstaat ala ~en die reeks ergens afbreekt- meer te 
weten te komen, zetten wij de berekening ieta anders op. 
Wij gaa.n uit van de integraal 
j ~(x) ( ) 
Ih = £ f h (x) dx, 
welke bij partiijle 
(6) en (13} uit de 
integratie met gebru1k making van de formu.les 
vorige ~a.ra6raa.f overgaat in de gedaante 
¾(x)f{h-1)(x) 1 
hi .. O - Ih-1 = 
voor even h 
= i(f(O)+f(1) ) in het geval h =1 
= 0 als h onvven en f 1 is. 
Bijgevolg heeft men 
1 
( 5)' 
/ f(x)dx = B2 • B4 I 0 = ½(f(O)+:f(1) ) - 2f Af (0)- :fr .Af 111 (O) 
:S2m 
- ( 2mll 
en na verschuiving 
n+1 J f(x)dx = ½(f(n)+f(n+1)) -
n n+1 
- ~~!) I Ar< 2m-1) (n)+ j 
n 
B2m {x) 
( ~m) ! 
~- I -~ fll 21 t:::..f (n)-'"lT Af (n)- ~·· 
B2m(x- [x] )f( 2m)(x) 
- - ( 2m'1 n dx • 
Na sommatie over n vindt men dan voor gehele a en b met a< b 
fb f(x)dx = ts.• f(b)-
(2) 
Hierin betekent bet teken Z.' dat mfll in de s om de eerste en la.atett 
term sleohts half te rekenen heeft. 
DI 2l 
Ook voor niet gehele a en b ie een t.naloog reM\ltut t• 'ft.D4en, 
zoale blijkt uit de volgende 
.21l&..l.• Bewija voor b • a+Nh (N geheel, poe11'1ef) 
b {- J f(x)dx = 
a (3) 
waarin 
R • h 2m Jb B..tm ( ¥ . [ ;:"]) iom\ )C.) u. 
2JI. a (tM)! 
Wij merken nog op dat men in (1)door nog ••••l ,ar,11el te 
integreren de 
1 
laatste integraal ook mas vervangen door 




Een analoge wijziging kan bierdoor nog in de formles (2) •n (3)wor-
den aangebraoht. 
In het bovenstaande 1s inderdaad een verband -nn het s••nste 
type gelegd tueaen som en integraal. 
Wij paasen het gevondene eens toe op de tu.Dotie f(X, • ~r voor 
r > 0. Neemt men in ( 1) het getal m zodat 2m 6 r < 2m+I dan Ja-1jgt men 
1 B2 ~L (3) B2m (2a-1) (2m)} B'i!JJ!.(x)l-'2m 
r+T = i - -rrr-~ r - ••• - (~m)t r +r 6 "12ii)t dr: 
Op!.:l,• Gan na hoe dit resu.ltaa.t luidt voor r = o. 
Is r = 2m, da· . .;. is de laatste integraal nul, want zij is dan te sehrij-
ven in de gedaante 
/ 1 B2m(x) B2m+1 ( 1 )-Bfr1(0) . 
0 (2m)f dx = (2m+1 = O ' 
is r = 2m+1 dan gaat zij na partiele integratie over in 
1 J B2m+ 1 (:,;} dx B2m+2( 1 )-B2pl+2( O) 
-(r-2m) 0 (2m+1)! = - (2m+~or = o. 
Voor wil1Pkeur1ge 5ehele r vinden wij derhalve 
~=i-r+ I 
[i] B . [i] 
L .£. r(2k-1)= i- I_ (t'k) ~lr • 
~1 ,,~, ~1 m 
9.J2&.!.l~ Gana dat dit resultaa.t vroeger al eerder werd geironden. 
0]¥•4• Pas formule {1) toe op de :f'unotie t(x) = ~(x). 
Met behulp van de middelwaardestelling uit de integraalrekening kaD 
men de integraal :t.n het rechterlid van (1) nog anders aohrijven. 
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Men heeft ti.l. ( 4oor de tol'111.U.lo ( 1) 11.et m.+1 t.nplaate .,_ 11 t• n .. n) 
¾a. - • At<2- 1>co>+/ ~iW r<211t-z>(z)a 
• I ~il:~j~lllll+2 f(2m-t2l(x)dx. 
Nu weten wij uit het in de TOrige para,graaf behan4el4e kt de teller 
B2m+2(x)-B2m+2 tekenvast 1• in het interval (0,1), VoJ.c•• 4e eere-
ste middelwaardeetelling uit de integraalrekeniDC beataat v 41m eon 
getal -0-- •et O <. ~ <. 1, zodanig dat 
R2m - f{ 2m-t2}( -&- ) (1 Bila•f (x)-Bp.+2 dx 
- • d S+~) 
B2m.+J(1)-Bff+J(O) ~ 
(2m.+j - ~· 
B21:n+2 
;: - ( 2m+i!)t f( 2m+2) ( .&,, ) • 
Wij vinden dan 
(4) / f(x)dx = ½(f(O)+f( 1))- t. ~ A rC 2k-1>co>-,~tfi:r<2a+2 >c~' 
waarbij ,&... een gesohikt gekozen getal tu.seen Oen 1 aangeeft. 
Hieru.it vindt men onm.iddellijk 
/ f( )dx L'r( ) T 132k (f(2k-1)on :r(2k-1)(0)) x • n.:.o n - t:'t ( ~)f' -
-
B2m.+2 ( 2:m.+2 )! 
waa.r1n "9--n een gesch1kt gekozen getal voorstelt in het interval 
{n,n+1). Omdat de !unctie f( 2m+ 2)(x) oontinu is in (O,N) bezit zij 
er een minimum. A en een maximum B. De laatate eom ligt mis tu.seen NA 
en NB. Er is alweer volgens de eontinurteit v-an Nf(2m.+2)(x) een punt 
~ 1n (0,1) te vinden zodanig dat dio som juiat gelijk is aan 
Nf( 2m+2)( 5 ). We vinden dua 
N H ""B B N (5)f f(x)dx= L' f(n)- T 2k (f2k-1)(N)-f(2k-1)(0\\ t+2. f(2!1+2)(r). 
o ""'° ti 't]lITI q- { +~) I s 
waarbij s een gesohikt gekozen punt Tooratelt van het interval 
(O,N). Tenalotte ku.nnen wij nu voor a< b en b-a=Nh nog de som 
/ f(x)dx op een analoge wijze schrijven. Stelt mon x • a+uh en 
!(x) = g(u) dan Vindt men 
b N M ""B ) ( } i [ f(x)d:r. • / g(u)du= f • g(nl-f Tir1<11°"1 (H)-g 2k-1 (o)) 
- ~e:i~ t 8( 2m+2) ( A ) • 
wa.ar:in A een pas11end gekozen 
fa N m 




een paeeend gekozen gatal aangeett tussen a en b. 
f(x) i=: x-s. Men vtndt uit (2) met a= 1 en b • N 
-a .l.. .iu-a 
n -IJ-ITI -
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_ z... :S § ( B+ ~2k-li ( 1_ _ 1 ) + 
k-1 2k  Nl!t~ 
+ {2 121' j ~{x-[x])e(_s+1}~••~•~2m-1) dx 
m+ · 1 { 2mJ 1 x 194 m 
In hot bijzonder vindt men voor N - oo ( aa.nnemcnde dat s > 1 is) 
00 
--1....1 = f n-s_1_ Y ~ ( S<¼R.2:k-2)+ ( s+2m-1 )J ::2m.(x~2_dx. s- n..1 t"1 2k 2k-1 2:m. 1 xs+2m 
Opg .. 5. Ge. het geval s::::: 1 apart na.. 
O'Pg.6. :Sereken met het bovensta.andc de som 
nauwk~urig door in formulo (2) voor f(x) = 
en m == 2. 
Z. ~ in 3 daoimalen 
"""' n ¼ te nemen a.111:2, b::::: OQ 
:x~ 
Wij neman tenalotte nog f ( z) = log r ( z-tt) .. Dan ie 
1 z+i j log r(z+t)dt = {log r(t)dt .. 
Van de 1.aatste funotie is de afgeleide gelijk a.an 
log r ( £+ 1 )-log r( z} ::: log z 
dus is die functie afgezien van een nader ta bepalen integratiecon" 
stante C gelijk aan 
z 
◄ I 
f log tdt = z log z-z .. 
Dc:ze integra.tieconatante kan worden bepaald 
verdubbelingaformulo der r-funotie 
r(2u) = r {u) r (u+¼)2 211- 1 
waarna men vindt C = i log 2 rr. 




Toepassing van forDDJ.le ( 1) geeft one voor (arg z I~ A < ; wegens 
~f( 2k- 1)(0) = A n2k- 11og r(z+ti~o ·= n2k-11og(z+t)t::O ~ 
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bail renl'laat 
z log •-z+t log 2 rr • i log r ( 11) +i log r ( •+ 1) + 
"'I'- :B2}!; 
+ ~ 2k(2k-1 )z2k-i - \t ' 
due 
( 7) logrOI) • ( z-1-) log z-z+¼ log 2 rr - .ff ~ It: + a.,, ti 2k( 21'-1 ) I 1 • 
waarin 1 








L <2• 1~ dt 
n.o { t+ s+n } 
B2p ( t- (t] ) • 
2 dt, (t+z) m 
oO 00 
L I :a I J .. dt < 1 IB 1 f 1±!.. .. dt 
= 2m 2m • o {(t+x)2+y~m S 211. 0 x «.t+x)'J.+f'f 
-= !tm~2m-'l) \ ~\ i t<t-+~~~11m-1 f ::z ~~~ IS.I ~(x~+.;)m.-1 
1 1 ° 
= 2m{2m-2) l:a2ml cos A. !zr2m-1 
Voor het geval oce A •.O, d.w. z. z > 0 vinden wij uit (4) direct 
f( 2m+2) ( .S.-) B2m+2 z. (-)2m+2(2m+ 1) 1 
• ( 2m+ 2 )l n.o ( n+x) 2m+2 ' 
on ~ < o, .zoda.t de eerst weggelaten term in de 
m 
reeks in het rechterlid van (7) met x in plaats van z van de godaante 
,9., R is, waarbij ..g,. een passend gekozen getal is tusson O en 1 gele-
gen. Bijgevolg heaft men 
m :B2k 
log r(x)={x-¼) log x-x+i log 2rr- ~ 2k( 2k-1)x2k-"1 -
~ :a2m.+2 
- (2m+2)(2m.+1)x2m+i ' 
(verg.de eu.rsu.s funotietheorie Eindhoven 1953/54, blz.108-111). 
Wij vinden dus in het bijzonder 
DI 27. 
log nl • (n+½} log (n+1 )-n-1+¼ log 2,r .... •~. ,. 
11:m pl_ - • • 1 
D-+ • nne-n V21r n 
(Stirlinc) 
en ..S.-1 
nt • nne-n V2rrn e"11ii , 
waarin ook ,.o.1 een geeohikt gekozen getal tu.seen Oen 1 aangeeft. 
In verba.nd met verdere toepassingen geven wij ten nog 1eta •ver-
sehoven11 formle TaD &ll.er-MaoLaurin .. Daarbij besohou.wen •• «• 1nte-
graal 1 
' • I 'Pk(♦-t) f(k>(t)d.t 
k { k! 
waarbij O < .S. < 1 en Pk (u.)= Bk ( u.) voor O < u < 1 en Pm(u.). Pw. (v) ale 
u. • v (mod 1 ). De functie Pk(u) is dan continu aan te vu.llen voor ge-
hele u behalve in het geval k = 1. Dan heeft men nl. 
Lim P1 (x) -. hm P1 (x.) +- 1. 
xt1 ><. .. O 
Kennelijk geldt weer DPk(u.)= k 'Ptc,..t(u.) voor k • 2,3,••• en dit resultaat 
geldt ook voor k • 1 mi ts u. niet geheel is. 
",fij vonden nu na parti8le integratie voor k • 2,3,. ••• 
J • P1s( i--t) f <tc-1)(t) l1 -1- [''f\(.&,_t) ,o,_1)(t)dt = ~~-&-)A~<k-0 co> + Jt __ 1 • 
k k ! (k - 1) ! k. t ~ 
tenrijl het gev&l k = 1 ons leert dat 
1 ... _.. 1 
J,. J P,(♦-t)f 1(t)dt _ ltm ; + r • 
o •• 0 o 4-+i 
,3-. I 1 -9,,_E, t 
• Lu,, { P1 (-&-.. t)f(t) I + P,(..S.-tH(t) I + l P0 (,S,_t)f(t)d.t + / P0 (,S-_t.)ttt)d.t} = 
' ~ 0 0 ~'" ilN-1 
t 
= _f(.&-}+l\(.&)A..f(o)+ j f(t)d.t. 
0 
Bij gevolg heeft men 
(8} 
Voor ,a.. ....... O vindt m.en hieru.1 t bet eerder gevondon reeul ta.at 
(9) 
( 1) 
§ 6 • Soromen. 
De differ·$ntieverogEJ1.Jjking 
'li u(x) = f(x) t 
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bezit, zoals bekend is, oneindig veel oplossingen, welke uit een 
particuliere oplossing u 0 (x) ontstaan door hierbij een willekeurige 
periodieke functie met periode hop te tellen. Al deze oplossingen 
behoeven,functietheoretisch gesproken, niet van eenzelfde type te 
zijn. In het geval dat f(x) een polynoom is• is er onder alle oplos-
oingen van de differentievergelijking juist een, afgezien van een 
additieve constante, die zelf weer een polynoom is, alle overige op-
lossingen zijn transcendente functies (immers het verschil van twee 
oplossingen is periodiek en is dus geen polynoom, tenzij het constant 
is). Men kan zich de vraag stellen of er een proc~d~ aan te geven is~ 
dat ons juist de polynoomoplossing der vergelijking oplevert. 
Van dat eventuele pro0 ede verwachten wij nog meer. Het is duidoli~:.-: 
dat men een oplossing u 0 (x) van de vergelijking willekeurig kan voor-
schrijven voor alle x die voldoen aan x 0 ~ x < x 0 + h. Dan is door de 
vergelijking die oplossing bepaald voor alle reele x. Het is nu echts. 
goenszins gezegd, dat die oplossing in de punten x0 + nh (n geheel) 
continu is, ook niet als ze continu is in x 0 ~ x < x 0 + h. Uiteraard 
vraagt men zich af of die functie u 0 (x) zo gekozen kan worden dat dG 
functie in alle punten x 0 + nh (n geheel) continu is, of zelfs bv. 
differantieerbaar of analytisch is. Graag zagen wij dat het gewenste 
proc~de ons automatisch zulke oplossingen gaf en niet die met (de) 
d1scontinufteiten. 
Norlund heeft ons inderdaad een dergelijk pro cede gegeven, waarmee 
men oplossingen vindt die zich functietheoretisch gesproken onder-
scheiden van de andere; de oplossingen die men ermee vindt noemen wij 
hoofdoplossingen. 
Om dit proc6de uiteen te zetten gaan wij uit van de oorspronkelijku 
vurgelijking, welke wij schrijven in de gedaante 
(Eh -1 ) u(x) = f(x); 
do oplossing schrijven wij dan in de gedaante 
u(x) = + f(x) 7 
E -1 
hctgeen men soms als volgt kan herleiden 
00 
u(x) = - L.. 
00 
wh f(x) = - L.. f(x+nh) 
n=O n=O " 
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Het kan echter zeer goed geschieden dat dozo reeks niet oonver-
geert, zodat dan dit proc~d, niet werkt. Hu kan.menuiteraard aa:a 
u(x) nog een integratieconatante toevoegen. Kiest men h1ervoor 
00 
h-1 / f(t)dt, 
0 
dan vindt men de oplossing 
00 00 
u(x)= h-1 / f(t)dt - L f(x+nh). 
n=O C 
onze 
Het is niet ondenk:baar dat noch de integraal, noch de som conver-
geert, maar wel de uitdrukking 
N1 
lim { h-l J N➔ oo 
C 
N 
f(t)dt - L. t(x+nh)}, 
n=O 
waarbij N1 een geschikt gckozcn functie van N is die met N naar on-
cindig gaat. In dit gcval hebbcn wij dan al iete gewonnen. Dit 
treedt bv. op in hot geval f(x) = }· Da.n heeft men nl. (bij geschikt, 
gekozen .9- tussen O en 1) met N = N1 -1 
n+1 
h- 1 / f(t)dt ~ f(x+nh) = h- 1 log(1 + ¾> - x+~h 
n 
- .L -~ -~ _x -~ = oc-i) t 
- nh 2n~h x+nn - nh(x+nh) 2n'h n~ 
dus de gczochte limiet bestaat inderdaad. 
Opg.1t Ga het geval f(x)=K(K constant) na. Men vindt ale 11m1et "!-;tJ. 4-
Er zijn cchter gemakkelijk gevallen aan te geven, waarin ook nu 
neg geon (convcrgente) oplossing u(x) wordt gevonden, bv. in het 
gcval f(x) = x. Weliswaar kennen wii da.n op grand van het vroeger 
_;0vondenc de algemone oplossing ¼ x 2 ;h) +w(x), waarbij w(x) een 
\villekeu.rige functie is met periode h, ma.ar hat bovenataande proc~d6 
l0vert ons geon converg~nte uitdrukking voor de hoofdoplossing 
½ x(x-h) op. Na echter neg een kleine wijziging in bovenstaand :pro-
c6dc van Nl.5rlund te hobb1.m aangebracht, verkrijgen wij w61 eon br1 _:_ ·.-
bare methode om de hoofdoplossing voor dit (en een ruime klasso van 
andere) geval(len) af te leiden. 
1!ij veeren hiortoe een fun ct ie f( x ,>-.) in die de eigenschap heoft 
dat uniform in x geldt 
(2) lim f(x,A) = f(x) 
A+O 
en bchandelen de differentievergelijking 
Av(x) = f(x,;...) 
volgons het zoev~n gegeven proc~de. Daarna nemen wij de limiet van 
de hierbij vorkregen oplossing v(x) voor A ..... 0; ala deze limiet 
boats.at, voldoet dozv kt.mnolijk aan de oors:pronkelijke dif!t!rentL:v~.r-
gclijking { 1),. In fonm.\J.,.>., wij bopal0n 






In aa.nr::11.ui ting uan d1:1 int,:graalr0kc,ning (lCru"ijv,m wij hit1rvo1:>r ook 
wel 
u(x) ::: 
X s f( t) l;,, t. 
h 
X.R.£:!..i:>_G_9l<;• Beschouw de, c1i.ffer,.mtievcrgfiL1jking 
~ u(x) : x • 
.. 
u(x) = lim ! J. 
.A-il>Oln 
00 j tc-Atdt 
C 
( 1 ··CA ,c 1 ) 
m- 1 im ~ ,~ G i. ~· + •;,-A ➔ 0 i_ .i1 A fl. 
• 
-x 
0 ~ -AX -· AX 1 :x-h e o , 
-- :"C""-- - h ----·,:-, "':Ir' ·' 




t = -h- - 1-e.:,;: 
X: 
'.rhans ga.:m 1,, ij t,~wij Z%;:1.1 ~lat d, . .: s:)m ~ f( t) ,b,, t beataat voor .fi.::. ·· · 
,,,1 h 
C 
ti1.cs f ( x), wr;iarvoor 1.:Jn ne.tu\11·1.i jk ~r,:!tal m tE: vinden is zodanig dat 
;_pldt: 
I. Voor x ~ c bostaat Dru f ( x) .,:;m is continu; 
IL de som Z:.. ff' f(x+nh) 
r=O 
convi.!rg~Brt uniform in het interval c ~ x ~ <:+h. 
Ui t II vol(;t onmiddellijk dat 
IIL lim rP :f(x)= o .. 
z_..,.oo 
Hieruit laat zioh voor ieder geheel getal k met 011 kll m. conoludcren 
dat 
IV. 
Immcrs voor k = 0 1a de bowering juiet. Laat zij ju1at zijn voor 
zukcre k i; 0 en < m.. Dan 'bestaat er bij gegeven positieve a een g,.,t:.1.l 
x 0 zodanig dat 
I rf'---kf(x)I i Tc . < ~ 
X 
ntn-k-1f{xo) 
.. x"lc+ 1 
als x voldo~nde groat wordt gekozen. 
Vcrder mcrkcn wij op dat II ook juist is voor c II x 1l b, waarbij 
b een willekcurig gctal > c voorst~lt. Imm.era is [~] • Bt dus 





rfl f(x+nh) = L. 1/11 f(y+( s+n)h) 
r=O 
s-1 
rf'- f{y+nh) - L. 
n=O 
Dm f(y+nh) 
waa.rbij de eerstc som op grand van II en van c #a y < c + h uniforu 
convergeort en de tweedo cindige som die uniforme convergentie niut 
~ran vorstoren. 
Tenslotte leiden wij nog ui t II met b+h in plaata van c+h af ll.:.1 L 
de integra.al 
V. f00 Pm(-t) f(m) (x+ht) dt gclijkmatig bestaat voor c ;ix ii b. 
0 
Immers men heoft 











P (-t) f(m)(x+ht)dt 
m 
1 n+p-1 
= f Pm(-t) L f(m(x+hel-:11-' 
o s=n 
en als n voldoende groot is, is voor iedere p > 1 de laatste som 
willekou.rig klein, zodat d1t op grond van de begl'9illdheid van Pm(-t) 
ook het gcval is met de laatste integraal, due met de oorspronkclijke 
integraal .. 
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A.la e,,::m. voorboald VeJ1 functies waarvoor de voorwaarden I en II 
vorvuld ~1(jn noom.sn. wi~i do vurzauw1i.ng dcr funoti«la :t'(;it) waarvoo1" 
d1.? me: atgcl\'.iide bt,;staat on V'Oldoet aa.n 
J.ilU ·r1+E f(m), ... \_ r, 
- \A;-~• 
.Q.l?A.-J... 1h:.: i j a di t • 
Thans gaa.n wij dt~ ~:iom,,tati1..ifor:nulo ( 8) V1:1n Eulor-NaoLe.urin ui t de: 
vcri.;-:. !~-~-..re.graapr. ,3clrr.·~1ilc1,;,.n om aan te tont:n dat bij tfo kf:uze 
f(x,i-.) = f(x:)e- > .. x 
voor een functic f(x), diiJ a.an I en II vcd.doot, de uitdruldc1ng 
J( 
(~ f( t) l::. t 
u . 
C h 
bcstaat. T,:vens vindrn ,dj dan noe~ <.:,i:m andurc· vooretelling voor ,:i · 
ui t dru ..:cking. 
die fo::c:•.m.lu ~roor .x ~ c toe: met f(x+h~+ht)c-?1.(x+hs+ht) 
in plaata van :f(t); hiorbij st...,lt a con goheel getal ~O voor .. Door 
rliff,.~rcntia"ti\';s naar t ori1 tG zctten in differ.:;ntiatics naar :1c, 
(3) 
waarin 
wij hior verdcr 1,1t.:t D zulls.:n aandu.idon, vinds3n wij 
1 
( ) ) ,. "( ) -t-(x+hs+ht) f( :•C-"-hl}+hs) 0 ·-A X:·r-h8'4ohs ::: :t :x.+hs+ht o dt + 
0 
p ',t..-t) Hi; , 
}),::. hicrbij optrudl.'ndc i.nt,:graL:m b,'.jstaan 010.dat f(x) voor x £: c vol·• 
,;Ln::, I z0lrnr :m. k,.:er contir.u diff 0r0nti0Grbaar is. 




n j f(u) 
x+hs 





N ~---mt mcm nu in ( 3) .s.chtoroi..mvolgons t3 :::: 0, 1, • •• ,n- ·1 en t1:~l t m;_;n 
de zo Vt.Jrkregon rcsultati.::n 01) 1 dan vindt men 
x,;,hn n 1 
1 J r -AV. -.;- " . \ ~).(x+h-&--t h~) c:: h"' ""I 
- 'f(U.)~ du-.£...T(:x.+'1,-9.-1-hs1e =-v+-c.1m, 




" Jm: J Pm(,1-_t) Dm{f<x.+ht)c-)..(.x+ht:)}d.t. 
0 
Gaa't men hierin over tot de limict n - oo dan vindf: men allereerst 
m hk-1 ,. 
lim s = - Z: -u- Bk(-t\-} nk-1 { f(x) e- AX}, 
n .... oo k=1 
want op grond van IV heeft men 
Um Dk-1 {f(x.+nh-h)e->b.+l'lh.h)} • lirn l= ( "°-:- 1)( • .\)jo_>i.(~+nh .. h)\)k-jf(x+nl,.h) 
n +oo n.oo J=O J 
= lim ~ (kJ:-- 1 )(_,)e•A<:x+nh-h)(x.+nh.h)j Dk..j,~{x.+nh-.,_2 .o. 
"'•'°° J•O (X.Tnti-h) j 
Voorta vindt men 
lim 
n ➔oo 
J = m 
00 J Pm(.S--t) rfA { f'(x+ht) e- A(X+ht)} dt, 
0 
omdat 
n+p f Pm(,9.-t) om { +(x.+ht)e-)..(x.+ht}} dt 
n 
p..1 1 
= l-o f 'Pm(-S--t) D"" { f{x.+hn+ht+hs)e•).(x.+hn+ht+h&)} dt 
P-1 1 m . 
= L J Pn,( ~- t) .z ( T)cx)j e-"-(x.+hn-t-ht+h'fl) D m-j t()f..-H'lr'l-t-ht+hs)dt 
S:O o J:O 
en op grond alwe0r van IV is deze dubbolsom voor voldoende grot(1 n 
en olke positievu p willckuurig klein. 
Wij vinden derhalve 
(4) 
~h• x m 
\ t(t.,>..) At= .t f f(t)e_>,.t d.t + L hk-1 Bk(,9-) Dk..1 { k)G) e->-:ic.} + 
~ h h k•1 k I 
00 
+ f J Pm (,&,_t) D"' { t(x.+ht)e-Mx.+ht)} d:t. 
0 
'.lij hobben thans nog "slechta II na to ga.an of het rechterlid ( dus 
dan ook het linkerlid) voor A - 0 een lim.iet bezit. Het is zondor 
moor duidel1jk dat op grond van I de eurstc integraal en som in h 1~t 
rccht0rlid tot limiet bezitten 
X m k-1 
; f(t)dt resp. L \r Bic(..,g.) nk-1 f(x), 
k=1 C 
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zodat we ons onderzock 1ru.nner1 voltcoien door de l1'fliet voor 'A.,,. 0 
Vell de laatate integraal to ondeirzoelcen .. Doze aohrijven wij daartoo 
1n d~ gt;daante 
waa.ril:1 
ec 
A:,(>..)= j Pm(.&-t) .:;-Aht r,m-J f(x+ht),.dt,. 
0 
Hct slotondorzook verloopt :nu vt?rschillend voor j > 0 en j ·- O .. 
Neman wij carat da govall0n A> o .. 
1
.Vij stcllen nu 
oO 
"+' (u) = j P:/9·-t)e->..ht at. (u l o, A > o). 
u 
Dan geldt kcnn2lijk 'I' ( oo) "- 0.. Verdc,;r geldt 
I'nerzijds volgt hicruit 




"'1n+1-- ( p ~ (.S--u) -Ul+ l 
! , pr 1 Xht O , ,,-Ah 
'h.<u)j ':!! ·'j e- dt ::: . ·-""-: , 
o h 
q,._(u)), 




waar1n C een constante voorstelt, die ona.fhankelijk is van u en X. 
Nu geldt ()() 
.A./A)= -J 'I'~ ( t) n171-j f(x+ht )dt 
0 
00 00 
= - 'fl). ( t) D"'-j f ( x+ ht) ! + h t "&. ( t) D"'-j+ 1 f (rffil) ct 
Wegens (5) en IV geldt lim '11>.,(t) Jjll-j t(x+ht)= o. Du.a 
t-+oo 
• , GO 
( 6) 'J,,.JA.('A) • xJ P,m3(..,._u.) Om...j tt:1<.) + h / .>)m,.(t) O"'-J+1 .C:(x.+ht)dt'. 
J M♦1 ' Tr. 
Volgens IV bests.at er een get al v = v( i), zodanig dat voor t • v 31:>:i.dt 
lDm-j+ 1 f(x+ht)I at E lx+htl j-1, dus a.la ook nog volgt V> ,-f- , 
00 I J ,)'1-',._(t) l)m-jt-1 +()(.+ht)dt I • Ca / 00 )\.j~-"'t. f x.+nt1J-1dt 
V V 
00 
< Ce j ,,)e-Ath (2.ht)j-1dt = £ (j-1)' ~)-1 e.. 
o h 
Uiteraard geldt in verband met (5) 
lim Xj 
A ➔ O 
V j ~( t) Dm-j + 1 f( x+ht) dt ::i:O. 
0 
Lijgevolg leert (6) 
lim Aj AJ.(~) = O. 
J\.-+ 0 
\'fij beschouwen nu het geval j = 0, dus de ui tdrukking 
00 
Stelt men 
I(A-) "" j Pm(~-t) e->-ht r/1 f(x+ht)dt .. 
0 
00 
X. (u) = / P1,/.S--t) rf1 f(x+ht)dt, 
u 
( op grond van V bestaat -x_ (u)), dan geldt X (oo)= 0 en verder 
00 
!(A)= - / ?I_' ( t) •-Aht dt 
co 




/ x_(t) e- 11.ht dt 
0 
= X ( 0) - Ah / "X, ( t) e- ~ht dt. 
0 
Wegena X (oo) = O ziot men i;emakkelijk in da·t voor l\,""" O de met i.. ver-
m•anigvu.lC.:igdll laatste intf.:gra.a.l tot mll nadert, due 
lim 
A. .... 0 
en wegerw ( 5) 
ofwel 
..-0 
I(X.)= X.,(O) = /Pm(&-t) u1A f(.x-t-ht)dt 
!n het bij ~::onder geldt dus 
ij hebben de v-001· tiEi afJ.eiding van ( 9} overbodige parameter ..S-
meegeslee:pt 01ndat 1.1i;j :!..n c1e volgende paragraaph de formule ( 7) zul10u 
gebruilten voor de afl~iding ·.ran ,rerdere eigenscha.:ppen. 
§ 7. Eigenschappen va:n so:mm.en, 
1ij gaan thans de af;;elcide "'.ran de som naar ha.a.I" bovengrens b8fa•• 
len en daartoe kunnen wiJ het bet:te formule (8) uit de vorige para--· 
gra.aph diff ere!1 t ieers>n naa.1~ ,9. • ·4i j vinden dan t die afgeleide neFL::> · 














t s ft ( t) t~ t + 1 f(c). ,w .... h ,., 
C 
.,. 
Deze belangrtjke f0rmule leert ons da.'t de som een differentieerbare 
functie is v-an x. Wij herinneren - uiteraa.rd overbodig - a.an het 
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,, \ ; 1..1, 
h 
t -= :!(x) .. 
9.BB.d.• Be\1.ijs Yoor n;:;; ,, ... ,rn-1 
X S f(t) ht - i f(n-,) (c) + 
\c h 
,. ut resultant van o:pg 1' leert one in !1et bijzonder 
·.1a.arbij di? la.dt:ste in te[;raal geschr1:liven kan word.en in ds gedaanto 
::,ius 
' 1' 00 00 
- ftlil- \x.) + r D 111 f(:x.+ht)dt - L Drnf(x+nh) 
h J n~ 
0 
00 
L D',, f (x,1-nh), 
l"\:a:O 
.. 1i"c.s de h.i.er t~enocir,de li,;1iet be.staat. Dit laa-tste feit volgt uit (~,.i 
onder.stellin_g II., Im:mers zij V > u ~ c. Stel V ;::; u + ph 
r ·- rTI dus D :::: N +~ met 0 'l!ii ,s. < 1 Dan geldt ,. l ' ' . 
Dm.i ,., ) Dm-1 f .., 
't~V - tU.,1::: 
V U:tNh u.+~h .... ~, j Dmf(t)dt,,, j omf(t:)d.t+ / Dmf(t)dt. 
u. u ~Nh 
:-,,e laatst1:l t:.::1tegre.al is willekeurig klein a.ls maar. u, voldoende groo-t 
wordt gekozen, omdat haar integrand een term is van een convergente 
reeks .. De eerste is absoluut genomen te11 hoogste gelijk a.an 
.,n d·1.1.s op gro:1d van II ook willek'2!urig klein o.la al•eer u aaar vol-
doende groot wordt genom.en .. Bijgevolg bes'tiaat lim rJA- 1 f(u) .. 
U·...,.00 
Uit (2) vol.gt nog dat de m.8 a!geleide de:- i~om 
X S f' lt) A \ . h 
C 
t 
vc,or x •➔ OO naaJ'.' een eindige limi(it gaat (in ca.mt i;_ lim f(ll-1)(u)). 
U .+00 
.De i1om is de enige opl.ossing Yan cnze differentievergelijking, want 
,...:lke andere Yerschil t hierin van een :periodieke fu.notie met periode 
h en de m8 af geleide van di t verschil hee!t sleohte dan een eindige 
limiet in het oneindige als he't ViDrachil een oonatante ia. Het feit 
,._ 
c~at de lito.iet voor x -+oc.1 var! de s<rnt \ f(t) A t be~,taa.t is du.s, 
t h 
a.fge:td8n van een additievv c::mstante, kara}cteriserena voor de som 
:;,ls oplossing Yi.:m onze differentieverc,~olijking. 
Uit formule (8) van§ 6 volgt nog 













t = Q,. { X ) + Rr.n( X) 
.n 
m 11k-1 f(t) dt + r. 7u k=1 
00 
Bk Tlk-1 ..., f(x) 
hHl J R (x) = ~~ m . m. p (-t) / r;i ' '- Dm f(x + hn + ht)dt, 
0 n=O 
dus als x voldoonde groat wcrdt gekozon, is iRm(x)I op grand van 
voorwaarde II uit § 6 willekeurig kl.Pin te ma.ken. Bijgevolg geldt 
~.J.syml_Jtotisch ten aan:zicn van x 
X S f('c) r:. t V? °m(t). 
V h 
C 
f(x) = r X • Voor m - r+1 ia voldaan a.an I en II. 












-· - ffi+TT + Efr+il" 
:::,: -
}~L'1 v, 
C .• ·, h'" 
i· B 1 1:) h( r+1) r'+1 k 1, n 
r-k+1 X 
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2°: 1.'( :i:) .:s f . Kennelijk lean mer1 hier nemen iu ~ 1. Dan vindt m.~n voor 
grote .x 
X s ¾ ~ t ~A _1 ..... (1...,_, . ....,_w_ 
r, 
... 
H€t is intereirnant om op te merken dat de i' -tunctie juist de 
hoof1oplos~:1ing ti.-J van de differentievergelijking l.::i.U .= ¾ .. Imm.ez·e 
m.en heeft 
ij vinden en passant 
~ 0. f ( ) ') 
.., " x ,:,:; log x. Hier ne1ae men m = ,:.. en vindt dan voor grote x 
In het ci,j zonder 
X 
s log J, 1 t L>; t "' ( :x •• :.i) log :( + ~1r.:x 





s ·l At= 'f ( X) log r(x) • 
·1 
Dus JC 
~ log t. t:.t = log r(x) + c, 
\.j 
1 
·•iaarui t volgt 
X s log t .. At = log r'(x)+ c-1 .. 
Kenneli,jk is du.s de r-.:tur.ctie de hoofdoplossing van de differ,mt:LL; . 
vergelijking Au.(x)= log x .. 
Wij 1>vijzen thaw~ op een aantal eigenschappen van somm.en, waarvan 
een aantal analogie vertoont met de corresponder<Jnde eigenschaJ'""'~·-
van bepaalde integralen. 
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,o: Splitsing van de sommatieweg1 
X X b s f(t) 6, t = s f( t) 6, t + lt J f(t) dt • c h b h 0 
20: Verschuiving van de somutatieweg 
x+a X 
s f(t) A t = s f( t+a) A t • h h C c-a 
X :x: 
30: s kf(t) .0. t = k s t(t) 6, t • 
C h C h 
:x: X X 
40, s { f( t) + g(t)} t t = s f{t) A t + s g(t) A t. h h 
C C C 
::Bij gevolg is de operator S een lineaire operator, d.w. z. de s) 
van een lineair compositum van somm.eerbare fu.ncties is gelijk aa;.1 
hetzelfde lineaire compositum van de somm.en dier fu.noties. 
,Opg.~. Bewijs bovengenoemde vier eigenschappen. 
C 
.9PB•..l• Bewijs dat S f(t) b. t geenszins nul behoeft te zijn. 
C h 
j 0 : Hierboven zagen wij dat 
X 
.A s f(t) At= f(x). 
h C h 
Thans beschouwen wij 
:x.+h 2t 
= s f(t)~t _ s f(t)~t 
c+h e 
~h ~ ~ X 
= s f(t)tt - s f(t)tt + s +(t)*t - s t(t)tt 
C♦h c+h c+h c 
,c. c+h 
= *"' s f(t) tt _ ~ J +(t)d.t 
c+h C 
c+h 
: f (~) - ~ / f (t)d.t. 
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Dit resultaat gebruiken wij om een tormu.le over partille sommati~ 




t(t) • u(t) S 
C 
v( s) A •• 
h 
t+h ~ 
~f(t): u.(t+h) ~ v(s,)~S - u.(t) ~ \/(S)tS 
Bij gevolg 
• ltu.<t>} r --<!o>ts+ '-'(t)t-{ ~ v<a>t•} 
: { ~ U.(t)} r V(S)~S + u.(t)v(t). 
S u(t)v(t)tt: ~ tt<t)~t _ ~{ i'"'(t)} t$hv(&)t& ·tt 
C i C 
= '-'OO S v<•) t 6 -t ThuJ.t) ?- V(~)t$.dl: 
C C t 
x. t+h 
-~ {,tu.{t)} ~ V($)is-tt. 
De formule neemt een wat ov0rzichtelijker gedaante aan als men ste1+ 
V(t) = $ v(s) .c:.. s. Dan krijgt men du:. v(t) •AV(t) en 
C h h 
( f ormule van partUJle aommatie). 
Toepa.s_sing. 
~ - t ( e-c e-x. ) f ( 4e-c e-t-h ) , /<:+h ( e-c e-t ) 
'i. te. ~t = x. h - 1_Q-Fi -h ~ 1Z - 1-c-h tt - ~ t h - 1-c;h clt 
= x.f <t_c_ e-x.h)- e-c(~ _ ~ -l) + ~ ( C - ~) 
\ h 1-4!!.- n h 2 en_1 h 1-e•n 
_ 1. ( h+:lc)e_c _ 1 {(1+c+h)e_c_h -tt+<:)e..c l 
h h(1-e-h) l 
.,..x. h•-x-h c 
= -L- - ___ .... __ + (c+1)e~ . 
-t-•..., ( 1-c-hyi 
6°: Mu.ltiplicatietheorema van de som. 
Op_g.~ •. Bewijs deze formule •. 
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§ 8. Jpterpolat~e_f...Ql'lllU+e~a 
Beschouw een functie f(x) 9 die gedefinieerd is in de punten 
X07X19'-'•• 
als volgt 
• Men definieert de gedeelde verschillen dezer functie 
f[·x x 1 •••• x l = o n-
f[xox1 • • .xn-1] -fl:_ox1 • • ·_11::2_:_n~ 
xn-1 - xn 
Voor het eerste gedeelde verschil f [ x 0 x 1] vindt men dus 
f(x 0 )-f(x 1 ) f [x0 x 1] -f[x 0 x 2] 
--"- · · voor het tweede - , enz. 
xo-x1 j x1-x2 
Wij bewijzen thans de foz:,mule 






waarbij het uiteraard de bedoeling is dat in de noemer de factor 
x~ - x~ wordt weggelaten. 
Voor n = 0 is de formule tri viaal. Onderstel t men haar juist 
voor zekere gehele n ~ 0, dan vindt men met gebruik van de defini~ 
tie van gedeelde verschillen 
n f(x~) 
f [xoH•xn+1J = l-o "(x;~~~-X~1Tx-n-xn+1) 
f(x~) + 








rx}' -x~T,7' .. -,(,...x_)) ___ x_n_:~ 
Een andere schrijfwijze voor gedeelde verschillen volgt hierutt 
direct door gebruik te maken van de stelling van Vandermonde over 
determinanten. Men vindt daarmede gemakkelijk 
( ) n-1 n f X X • • , X 1 X • • • oX 1 0 0 0 0 0 
( 2) ffx ••• x ]= 
L O Il . ~ , . . 
n 1 f ( X ) X - ,. • c;x: 1 
n n n 
0 • • • 0 • 
n 
X • •., .x 1 n n 
Hieruit volgt direct dat f[x 0 •• ~xnJ een symmetrische functie is Vl).1A,, 
de grootheden x ,x1 , ••• ,x. o n 
0_p£_.1. Bereken f(x •• ~x } 
- -- o n 
voor f(x) = xm in de gevallen m = 
1 1 , •• , n, n+ 1 • 
Wij bewijzen thans de interpolatieformule van Newton. 
n_'\ 




.Jiewijs: Voor n = 1 is de formu.le triviaal. Laat ze juist zijn voor 






S(x) = (x-x 1 ) ••• (x-xn)f[xx 1 ••• xn] - (x-x1 ) ••• (x-~)f[x1 .,,..x:nxn+1J 
= (x-x 1 ).o~(x-xn+ 1 )f [xx 1 ••• xn+ 1] = Rn+ 1(x). 
~Toepassing. 
aard geldt 
Als f(x) een veelterm is van de n 8 graad (waarvoor uite!'-
f [xx1 ••• xn+ 1J = Rn+ 1(x) = 0) heeft men 
f(x) = !o (x-x 1 ) ••• (x-x~)f [x1 ... x})+ 1] ·• 
Zo kan men b.v. een cubische functie f(x) berekenen uit haar 
waarden in 4 gegeven punten. 
Voorbeeld: Gevraagd de waarde van een cubisohe functie :t'(~)'\OOI'x=4 
als gegeven is f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 4, f(3) = 8. 
Men vindt 
f [01] = 1; 
f (0123} = t . f [12] = 2; f [23] = 4, dus f[012] = ½; f [123] = :Sijgevolg is 
f(4) = 1 + 4.1 + 12.½ + 24-t = 15. 
Wij onderstellen thans dat f(x) n keer differentieerbaar 
1 en 
is in 
een interval dat x 1 ~x2 ••• ,xn bevat. 1:Ve schrijven nu de formule van 
Newton in de gedaante 
f(x) = Pn_1(x)+Rn(x), 
waarin P 1 ( x) een polynoom in x is van de graad n-1, met "eerste 11 n-
coefficient f [x 1 •• ,xn] • Aangezien ui t de voorstelling van Rn(x) ge•-· 
makkelijk volgt dat Rn(x 1 ) = ••• = Rn(xn) = 0 is, ligt er in het 
kleinste interval, dat x 1 ,~.,xn bevat, volgens de stelling van Rolle 
ieker een puntJ,zodanig dat R~n- 1 )( 5 )= O. Voor dit punt~ geldt dus 
f(n- 1 ) ( '; )== (n-1) lf[x 1 ••. xn] , 
waarmede een verband is gelegd tussen gedeelde verschillen en afge-
leiden. 
Onderstellen wij thans dat f(x) in een interval dat x,x 1,u.,xn 
bevat n keer differentieerbaar is, Dan bestaat er volgens het zo-
juist gevondene een punt ; in het kleinste interval dat x,x 1, •••, xn 
bevat, waarvoor geldt f(n)( s )= n!f[xx 1 ••• xn] , zodat de formule 
van Newton dan luidt 
n-1 · ~ ( n) ( § J . 
f(x)== fo (x-x 1) •. ,(x-x-v)f[x 1x2 ••• xv+ 1] + (x-x1 ) ... (x-~Tni 
.Toepassing. BepaaJ sin 20° met behulp van de bekende formules 
sin 18° == ¼( Y5-1), sin 22-?a-0 = -~~ V 2- V2, sin 30° = ½. 
Men heeft hier bet ,,olgeude schetna van verschillen en gedeelde vttx·-
schillen 
x0 ein x0 
18 0, 30902 
'''2" \ '') )n",-8 C: J' \,,? .;10('.'!'J 
30 0,50000 
Bijgevolg geldt 
sin 20° == 0 1 30902-..2 .. 0, 01637+2. (-2½ )(-0, 00006 )+R3 1r:: O, .3420+R3 
waarin R3 = 2(-2i )(-10). ( sin t ) ' 1 '=-50{ 1m;)3 cos 5 voor paseende 
~ tussen 18 en 30. Due 
~'f\ 3 
" R ~ ✓ .rr ~ 0~~~3 tt ) 7\ > - "--::r• := \.J J \,iV\.I • 
- 180·· 
Indien wij f(:x) voldoende Yaak differentieerbaar onderatellen, 
kunnen wij, zonls zoijven bleek, het n 8 gedeelde verschil in de vorm. 
van eer1 n e afgeleide schrij vtm. Hierti.i t \'Olgt allereerat dat wi j 
ip. ons interpolatiescherna ook met samengevallen ( "confluents H) pun-
ten x)' lrunnen werken mi ts wij de gedeelde verschillen m.aa.r goad in-
tegreren. Zo heeft men dan 
. f'(x )-f[x x 1 
,;l,' ,. ~ ] ..i> • l \ ,., r . l , f 1 1 ( , fr ] - 1 1 2--
J. 1 ... i: 1 x 1 = .1. ,x1 ;, .1. x 1 x 1x 1 =~ x 1 ;, ,x 1x 1x2 = ·-x ·-
.. , ), i.. I ~ • x,- 2 
Toon aan 
In het geval de.t xr=x2= ••• :::~ wordt genomen levert Newtons for-
nrule ons de reeks van 'ra.ylor op. 
Een bela:ngrijke toepassing van het gevondene is de inter:pola-
tiefcr,;mle van Lagrange 1 die de 'Naarde van een n e graads veel term 
f(x) in een punt x beriaalt uit de n+1 gegeven waarden f(x.1), .... f(lcn+ 1) 
van f(x) in n+1 gegeven punten x 1, ••• x. Deze volgt direct uit de n 
formule ( 1) door deze toe te passen op de n+2 :punten x,x 1, •• ,:xn+ 1 en 
te bedenken dat voor zc 1 n polyncom de ui tdru.kking f [x x 1 ••• x 1] = C o n+ 
is .. Derhalve 
f(x)= 
, ) l ) \ x-x 1 .... 1. x-x 1 
r:---··-r ,.-,--Jl.~f ( X ) 
\ X -X., l u•t X -T . . ◄ / 1' ' ~ I ' ~ -~1+ I 
waarbij 1n de :prcdu.cten in teller m innoe::1.e:- de factor x-x:)l resp. 
x,- x~ wordt •eggelaten. 
1'hans gasn wij de formula over gedeelde verschillen beschou.wen 
voor aequidistante 1,-iunten x)? = x0 + -;, h 
Wij bewijzen allereerst 
f[xox1""·Xn1 = 
I?r.mers voor n = 0 ie de bewering tri viaal en voor n+1 heett men, t.aar 
voor n aannwmende, 
J 1./1 +·(x 1-1 h .... 4 1 
n-r1.,.1x , A ... , I 
_,_Jl_._,:_g_:_ 
., 
hn+ '(n+ 1) r 
nJ2B.:..i. Lewija: 
In r.et bijzcmder leert on:3 het voorafgaande dan dat bij een n keer 
differentieerbare functie f(x) er 1:.ien punt ~ met x0 :!: s ix0 +(n-1)h 
be,taat :odanig dat 6 nf(x) 
f( n) ( ~ ) _" .. !1_, __ ,_o __ .. 
hn 
Voor de beschouwde aoquidistante punten krijgt de interpole.tieformu-
18 ( 3) Yan Newton ook een eenvc>udiger vorm. De formu.le gaat dan 
over in 
f(x)= 
I' 'h ) (x-x .• )''~;}' 
·- '·-·· ·--~ 6~f(x ➔) +Rn(x), 
'h~ h ' '}). 
waarin 
'h , (x-x )(h;n) ( ) 
R (:x:'1 - (x-x )' iT:J ffxx x] = --·-·-1..,_. ____ f n ( r ). 
"'n .,-- ~1 .. 1•••n n ':,' 
mi ts f(x) n keer differentieerbaer is; hierin atelt s een peasend 
gekozen punt voor fPl0gen in een interval dat x1,x1+(n-1)h en x be-
,,_ -x 1 
vat. S!;t--,l't men nOG •·h -'-== p clo.n is de formule te schrijYen in de ge-
daante 




,., Y'I I n \ 
Q • \ r .t' \ }·.'. ,,. \ .. ; ( i:::: 'i 
···n,::r. 1 -- \:1 1 "' ~- s,, • 
Lli het bijzonder vindt men voor h = 1 
f( x) = ,x-x 1 , ' 1 \ )) .: 
met 
x-x.. ( 'I 
'f,r) = ( n ') fnllJ:'._ '\ 
.. ·n ', ""~ ' . \ .., ' • 
Syr:1bolisch kan men schrijvon 
t \ j) \ 
f(x) = t 1+ A .1 _ ~ f(x 1 J "!" R (x) , l.;.-) l n 
waarbi j het de bedoeling is dat men ( 1 + 6. )~- 1 Yo lg ens de binomiaal•-
f ormule van Newton voor ( 1+ t:. fP ui.twerkt tot en met de n-1 8 gri)o.ds term 
ari. .di.t ros-,J.J.tw:r..t t:,,~pa.st op f(x). 
Op grond van het voorafgaande is he't duidelijk dat voor h-+0 de 
formule (4) ons andermaal de reeks van Taylor oplevert • 
.A1t.0rlcog aan (4) kan men een forrriule ma.ken met terugwaartse 
differenties .. In (3) neme men daartoe xil= x0 -h'9 (,;, = 01 1~ .... ) of, wat 
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op hetzelfde neerkomt, in (4) vervange men h door -h. Er komt dan 




= L (P+)) -1) f;\lf(x 1- "h) + Rn(x) , ));0 ~ 
waarin 
R (x) = (p+n-1) (-h)n f(n)(5) 
n n 
en ~ een passend gekozen punt is in een interval dat x 1 ,x1-(n-1 )h 
en x bevat. 
Symbolisch luidt deze formule 
f(x)= (1- ~ )~~ 1 f(x 1) +Rn(x). 
V!ij lei den thans de somm.atieformule van Gauss af ui t de formu-
le (1) door te nemen 
Dan geldt 
f[x1x2·••X2nJ = 1 (2n-1) !h2n-f • 
1 
= (2n-1)!h2n- 1 
1 
( 2n) ! h 2n 
( n= 1 , 2, .... ) • 
2n-1 
~ f(x 1-(n-1)h)= 
(x-x 1 ) ••• (x~x2n)=(x-~+(n-1)h)( 2n,h)= (P;~-1 )(2n)th2n; 
(x-~) .• • (~~1)=(x-1'1+n.h) ( 2n+ 1 th) = ( ~~~ 1) ( 2n+ 1 ).! h2n+ 1 • 
Bijgevolg 2 3 4 
f(x)=f(x 1)+(~) ~ f(x 1+½h}(~) ~ f(x 1 )+(P~ 1 ) i f(x 1+½h)+(P: 1 )~ f(x 1)+ 
+ •.•.• + Rn(x). 
Voor n=2m vindt men 
(5) f(x)= 
met 
R2m(x) = (P+~1) h2mf(2m)( S1) 9 
Hier en in het vervolg stellen ; 1 , $ 2 , ••. pass end gekozen getallen 
voor die gelegexl. zijn in het kleinste interval dat x,x1 ,x 1+h, -~x1+nh 
bevat. Evenzo vindt men voor n= 2m+1 
m_1 2')) + 1 m 2-i> 
(6) f(x)= L c~;:1) o f(x1+½h)+ L. (P~~- 1 ) ~ f(x1)+R2m+1(x) 
)):0 h 'l'=O 
met 
R (x)= (p+m )h2m+1f(2m+1)( t ). 
2m+1 2m+1 ~~ 
._ 4'7. 
Op geheel analoge wij~e aijn torm:ules te ma.ken die :f(:d ui.tdrukken 
ir1 centriale ditterentiea van !(x) in x 1 en x 1-¼h ( terupaart•• 1n-
terpolatieformu.le VM Gaues), 
Men Yindt dan 
en 
(8) :f(x)= 
Wij nemen thana 
,~, . d d • \0; en v1n en an ae 
f l \ \X J= 
1-~et getn.iddelde der le den van de fo:rrnu.lea ( 6) en 
interr,olatieformule va.."11 Stirling. Deze luidt 
2~+ 1 "" 2._i 1 i f ( X 1 ) + 1· l { ( pi:-1 ) + ( ~:)} t f ( X 1 ) + 
+ 1 p+m ) h2m+ 1 t< 2m+ 1 ) ( t: i::: 'J = 




Een analoge formule is uit (5) en (7) s.f te leiden; deze eindigt met 
een differentie van oneven orde. [verder geven wij nog de interpola-
tieforim.lle va:n Bessel, die ontsta.at door het gemiddelde te nem.en va11 
de f or:m1les ( 5) en ( 7), wa.arbij echter in ( 7) :x: 1 verva.ngen is door 
x-x 1 x-x 1-h 
x 1+h, dus p = -r- door --y1-- = p-1. 'tlij vinden dan 
f(x)== 
n.,1 m 1 "m ( "l,., 1 +(.t'. - \ ,,_,.::. ··~· r:;,.../( r.: __ 6) • 2m .1 • .,. J. => 
Ook hier kan een a.naloge formule worden afgeleid; die eindigt dan 
met een differentie iran ever1 orde ~ 
Tenslotte geven wij nog de interpolatiefor:mule 'ran Everett.Hie:r-






l 2Y+1 1 
formule ( 5), wellre wij schrijven in de vorm 
! 2)) ,- 1ffx +·:;-h 'J+' p+'l)- 1) o2" f(x )l +fp+m- 1)h2m/2m) (C ' 
h ' 1 ... \ 2)1 h 1 5 ' 2m ':::>; J 
Jl'F. 48-
De u.itdrultking ttlBaen accoladen is te sohrljv*11 in de gedaante 
2'\il 
= ( p+l>) f, 
h 
Iius 
f(x)=f(x-1)+p ! f(x .. +-:.;h)+ Y1 !' t:P+·v~) o2)} f(x +h)•·(p+~-1) &2,.f( 1l 
I •1 ! ;;-1 l '2"1l+1 h 1 2-,+1 h x:1 1j + 
x 1+h--·X 
Schrijft :mer. nog p 1 = 1-p::: ~i:;:-·-···-· 
(:p+~-1)= _ (P'+~) 
2)) + 1 2)} + 1 ' 
-t( p;~t1 )h2~( 2m) ( 5 1) $ 
e11 bedenkt :men dat 
dan vindt men tenalotte de interpolatiefor:a:ule van Everett, 
lluidt men f(x 1+nh) 
fornru.les gobruik var, de 
N cwton ( voorwvaarts) 
Newtcn (tGrugwaarts) 
Gauss (voorwaarts) 
. '+ - r•' u-o.as s ~ -. e.,_ ugwaa vs 1 
Stirling 
Bossel 
i:ian met Un den makcn 
volgendc ;;::1chcma. 1 s: 
2 
u AU bu 
0 0 0 
110 vu 0 
2 V u, 0 
Eu1 
n 
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1 Ill i» * e 
O:p verdere intor:polatiefornrules en methoden gaan wij hier ni1:r:; 
in; wij vo1staan met tc vcrwij zor1 naar de mecr genoeu1de bock en van 
Milne-Thomson en Jordan. 
•iiij beha.ndelen tb;rrirf h~t a.na1ogon van het begrip 1mi:,r.t.r$eks 
ui t de analyse. •.rerwijl daer ree',{sen van het t::ype f u1 ... xn worden 
t'\w.:Q .. 
bescJ:i:,uw·:! ~e~n wij !'n.t i.ti tera::ird ~•.:,eksen lie~clH..-...,1w,~n van het type 
L unx\n; ~ Wj .. j zulli':n de cQe:ffi.ciijnten iets anders aangeven en 
n .. c, 
beschouwm1 re~ksen 
.. 
( 1 ) A( X) -· ; 
'·-· l'hO 
R' ) _,.,x. ""'-., 
00 
~ L. 
, .• 0 
~ r-fm 
'-- a ~ 
n .. o n r :x: • n 
+ " ... 
welk~ resp. worden gen:,t~rnd faeul t(~i tenreeks1:m van de twee de an de eord'tr: 
f3oort. 
Al1 er,':lerst bewi j zen ,n j de vcd.gende stelling. 
De :reeksen 
p( X ! ,,. 
'• ' 
en ,.,:.,,.\ 
' 1,,,;\ ..,, ,' "" 
zijn voor dezelfde niet gehele x tegelij~ convergent of divergent. 
Stel P 
.. <t1 
a "I n .L~ ,. ) !';, 
-~·--:::-r- · --r:--::-i· N:. a ,c: ( - J a X\.Xr 1 / ••• \ X.-, L; ~r. n 
dan geldt '•tcor ') .·_") . ') ., .. ;: 
.I . l... ➔ i.:.. ' t x"· r ~ ., ·? ,; 
. .,.., 
,It,, !l ·-
}3., x - , 1 ••• , - 1 ., • x'- \ :x:c.. 
-------,-:,--·--·-·- ·"'X{ 1-~ J •• • ( 1-,,-) 
n.n, 1~ n~ 
de bekende relatie .li . .tn. r 
n 
s1,n rr x .... 
-· ----;;:--- •. d1jgevolg hestaat 
.tant12; K zodar,.i.g dat voor vo1doende grote n geldt 
De reekB 
lxl 2 
en ! r .,-r I< ---~ K r:-, n l .. ,,. 
;fr -r ) 
1, n+ 1 n· J..B 
tn+ 11 
dus absoluut convergent. 
een con-
Wij gebruiken thans e,:m :3tel1ing Yan Abel dat ui t de absolute 
O(> 
convergentie van een reeks l .. ' \ _ ll\.,+ 1-rn; en de oonvergentie van 
co 
een reeks T.. sn de 
n;:;0 
( Im.mer$ stel t :x1en 
n.o ,II,"" 1, 
conv,~rgent ie vo J.gt van de reeks 
t, 
L. r;., ...... ~3.;G, dan heeft mer: 
f"'I• ,~, .... ,A"' 
00 




~ rn(Sn-Sn-1) = 
Wegens lim Sn• Sis de laatste som, absoluut genomen, ten hoogste 
n➔ oo 
k+tl 
gelijk aan (S+1) ~ lrn-rn+ 11, dus willekeurig klein ale k voldoen-
de groot is en h willekeurig ~ O; hieruit volgt de bewering gemak-
kelijk). Deze stelling leert ons nu dat uit de convergentie van de 
reeks P(x), die van de reeks Q(x) volgt. 
Pn 
dan 





(tn+ 1-tn) convergeert absoluut en analoog aan het voor-
afgaande leert de stelling van Abel nu dat P(x) convergent is. 
Om thans de convergentie van elk van beide soorten faculteiten-
reeksen nader te onderzoeken releveren wij een eigenschap van de 
r -functie. Wij be schouwen nl. de functie 
_ ~rt n+ 1) 
un - r z+n+ 1) 
Wi j gaan ui t van de f or1,iule ( 7) van blz. 2 7, genomen voor m= 1 • 
Deze luidt (v0or z=x+iy) 
log r( z) = 
waarin 
Wij onderstellen verder dat x = Re z > 0 en vinden als wij 
t = ulzl stellen, 
co 
IR1l~tr / -2 dt2 = 
o t + lzl 
Wij vinden dus voor x = Re z :;;,. 0 de relatie 
rr 
= 24izl. 
log r ( z) = ( z-1") log z-z+·}log2n- +o(¾) • 
Onderstel t men ook a = Re c :> 0 dan geldt een soortgelijke formule 
voor z+c in plaats van z, waarbij ~e restterm ook in de gedaa.nte 








r t 1cJn 
,-\"l 






·:;J .j z,i~~r: d,.rn~ 
U l ,., } '© 
n\ "'o, 
Convergeer-t de reekti (2.) (rN,p.(1)) in <Hm punt z0 , dan cornr-er-
geert ze 00k veer alle 
;_:'.cr:ver€cert do rcelcs Hbso l.uu t. in z0 , da.n con-
Evenals in de theorie d8r ~acht~eek8en ccn convergenticstraal 
g~vcnden wordtr bcpalen wij nu voor de fuculteitenreeks~n een con-
gE:tall~m ( af gcz1.en van :.) , - I 1 -2, ••. ) Ln twee klassen L en H zo dard.g 
dat de 
in cen pilnt Yan L. C_p g:rc,nd van h:::t bc·.rer::,t;).o.nde ligt dan olk punt 
Gehee1 or anal•Jgc ~d, j ::e vir!dt me:n hct, bestaan van een getal 
hct ge\~~dene dat J~,u.-A 
/ 
vergentiostraal R (~:. 
), .tT~Jl 
g~nt vcor z - ), a.w.~. 
00 
I •' \ 
\ I I L q.,,,. I 
r:~o .t ~ 
/o -:.. lj_m 
i'~ -+ (X'; 
van Ju reoksen ( 1) en (2) voldoet 
a,. :i.~3 convergc:nt 
,, 





















or vol t n 
:n 










































dan vindt men gemakkelijk met volledige inductie of met behulp van 
opg. 1 blz,42 
R = __ §.L§.+ 1J_._. d a) f J _ r ~ z ) _ 
N z[z+ff.--::-rz+N z-aT - Tz-a r ( a) 
dus 
R = r ~ z) a-z ( ( 1 ) ) N ~ z-a r ( a ) N 1 + O N • 
r a+N+ 1 
r z+N+1 
Tierhalve lim RN= 
N-oo 
0 indien Rez > a en de convergentieabscis A. 
de gevonden faculteitenreeks voor 1 is dus gelijk aan a. 
z-a 
Bij de thoorie der machtroeksen f(z) = 
n:O 
van 
·:~ 1 a \ < M waarbiJ. R de con-
. I n Il' R 
de bekonde schatting van Cauchy 
vorgentiestraal van de machtreeks voorstelt en M eon passend geko-
zon constante. Wij leiden hier voor de faculteitenreeksen een ana-
logon van dit thcoroma af. 




dat als A ~ o, dan 
dan vonden wij A 




z( z+ 1) ••• ( z+n )° 
A = (X = lim sup N-oo ~og N 
= /3 < o. Stelt men nu A' = max 
grate N 
I N \ A'+!: L a < N . 
n:O Il 
• Is echter 
(O,t-..), dan 
/\. < 0 
heeft 
r J A.1 + e + N + 1 ) 
-·rT1'r+lT r c "-' + c + 1) 
)I.'+ e 
= ~~,-• + c +1) ( 1+0(J)) 
geldt dus voor voldoende grote N 
! I. a \ < K( ;i_' + J +N) • 
n::O ll 
Hiermede is een analogon van Cauchy's formule gevonden, weliswaar 
N 
dus niet voor aN maar voor L a " Evenals de Cauchy-formule 
oo n n:O D 
voor de machtreeks "f-0 anz de majorantenformule 
::;. n ~ ( z)n MR 
L-- a z << M L - = - = 
n=O n n:ao R z-R 
geeft, is er ~ior een dergelijke majorantenformule voor faculteiten~ 
reeksen waarbij we gebruik maken van de ontwikkeling van de analoge 
p .,., • 
uitdrukking K 
z- '>,,.' - E. in een facultcitenrecks. Wij gebruiken daar-
toe de formule van Waring 
b n! K 
n ------z{ z+\~i+nJ voor z- ,.,:- E. 
wclkD absoluut conv~rgent is voor R(-;Z > X' + i , waarbij 
Zoals men gemakkelijk door vollcdige inductiu aantoont, geldt 
N 
..,. b = K( >..' +N£ +N) • 
~o n 
Bij ·0volg hccft men 
N 
L. bn 
n .. o 
on de reeks van ':/ari::ig treedt hicr in Zt.:kere zin op als majorante 
van do beschouwde facultoit8nrccks.Het majorantenprincipe van gewo-
nc recksen (~ctgcen inhoudt dat uit f a zn convergent is ala 
n .. o n 
00 
I anl < bn en f 0 bnzn convergent is) geldt m..m. ook voor facul-
tei tenrcoksen. 




convergent in een punt z(l, dat niet op de convergenticabscis Ab, 
die wij positief ondcrstcllen, ligt. Zij verder 
N 
\ L b I . 
""o n 
Dan is de reeks 
~ ann1 
.L 7 ) • "7" • , cok convergent in z0 • n:::o z, z+1 ••• \ z+n; 
Imme rs als de convergentiea bs c is "-a van de a-reeks <. 0 is, is de 
be·;·:::ring tri'tiaa.l. Is echter >.. ~ ), dan heeft men 
a N 
Rez 0 > i\b = lim N-oo 
log I f 0 bnl 
lil, 
log N -
dus de ~-~~nks convergeert voor z = z 0 • 
N 
log I ?:o an\ 
lim ·-·----N ➔ oo log N 
Tenslotte merken wij nog op dat de ontwikkeling van een fu.notie 
:(~) in de gedaante f (1n! eenduidig is. Imm.era had 
n:o z ( z+ ) •• { z+n) 
d~ze functie ook e~n ontwikkeling met coijfficienten bn in plaats 
van a , dan vindt men voor Rez..,.. oo de relatie a = b • Be1ohouw nu 
n o o 
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1 ( n-1) 
V 
oplcascn vnn d1fferentlev0 ll !~Jngen, dRt z1.Jn relattes d1e een veP-
ff.'· re .r. t, .. ·i_. C' r,· t l" l 't,t' \ ,-\ n 1'; ,· X' ,:--, ,..,, ~J (') rir •'') t,.t\ ··; "'"I 'i ,.,~) ~ 1· 'L"· o;:re•r" 1·1/1' e .. li 1~ ·•·e ... of 
. ~, - .\ ;._,. ! 1 • • ••"" ,, , . , , ... l l .. •,. «.I .. .;· Lr\., ... ·-'-. r, • .. , .·. • ,.t~ hJI ~ 
W:,t c, .. t' l·•ii= •.• .. ,_;c_·.1•.·_,·1 • ·--,-"r·'•··,r· .. 1· •··1 ,,., · .. --t•o-) 1~,- 1 x) ,. .. n,.r_.., . , ..... ,.. n,·, ~-~ -· ~r . T ~- --- .: [J,,,~l_,; i\\..., r .. .,,., \_, 1,,c,..,.1~)~.-,:ti 1.~\.,A I ,i,:..\J.\ , "' ~ 11:, ._.i,\-'l,,.i ,:;;·tl .r.. • ... ,'r.';' 
hct type i:::.\i(x).:::C(x). Btjvoc,rhe,·7. t)l,; de d1.f'f\:rcnttever-g€·li,;k:i.ng 
x t,u+-u=sln x meri--:en w1J or,, (ht 6\(x-1)u) ,::. x ,~u+u, du!: men heef't 
,.,r 





,>t'"''' :~> s}ri 
'
:_uJ, (,' --·:. •,1 _•·:,. -!l,,•,, •t. '•••"'\ e {".) '!''i ·1•-,_ ·1 ·\ !"I, ( 1 t •"\ ,··, > ,. J "l ( ·v \ ri 1 •·,' )"i ,· .:;, Y't ·i 
=-.l ... _ .... - _.,,_, ..... .;;~ , ...... c,, i.,_..,_.,,,"l,,/ ' ... ,,,.,_. ;,·, .• ,·J.,. 
·,--.r1 1 "'1) '' 







z~l later ~!1Jken; ln hct 
) 
+ ,-,,,iv) (, 
..... \ ..... f 
) 
e~~~v1g~ gcv1l ir dlt trouwens zonne-
Bov·[nSt,.1:.nd V(KH'c<::eltJ .L:1 v,::c,r1 l v.!'.':n ·bel:Y':!; :im te lat(~n uU;komen 
uat de Pol d:te 1.r~tce;rat:ic-ccrrnt;1nten spr:lcn .I! de theorle der• dif.fe-
rentianlvcrgeliJkingcn in ~c the( r~t ~er diITerentl~vergelijkingen 
wordt gespeeld door ecn fuDrtic w(x) die µcrlcdlek ia met pericde 1. 
W1.,j :.::ulli;;n voo:rt-a:]n der•gE li .l h:e f'unet ies i-:or-~weg o.) -functles noemen er. 
soms kcrtweg u.:; 1.n plriatr..; vn~: ,.,.>(x) schri.,v~r!, 
Een andere anal:::gJ.€-: <.Hect hie!'bi.j v~H'l'l:f.:ld te worden. Vraag;t men 
t 
) (x 1) 
E ) + (x J 
n t t :J 
u -
.I~U - .-al , 
j 
+· 
t C: (1 V 
n.s 
t 






lineair optreden), kan men ook de differentievergelijkingen op analo-
ge wijze indelen naar orde en graad. Hierbij is speciaal van belang 
(en ook wat de theorie betreft, het verste ontwikkeld) de lineaire 
differentievergelijking (van willekeurige eindige orde) al of niet 
met constante co~ffici~nten. Terwijl de betrcffende differentiaalver-
gelijkingen volgens de theorie van Frobenius met machtreeksen worden 
opgelost, geschiedt de oplossing dezer differentievergelijkingen met 
behulp van faculteitenreeksen (verg. § 13). Vooraf laten wij echter 
gaan de theorie der lineaire differen~ievergelijking van de eerste 
orde en van de lineaire differentievergelijking met constante co~ffi-
ci~nten. 
Er is nog een belangrijke opmerking te maken bij de theorie der 
differentievergelijkingen. Beschouw als illustratie de differentie-
vergelijking van de eerste orde 
(2) e.u = f(u,x). 
Is de waa rde van u voorgeschreven in een interval a ~ x < a +1 ( of bi,i 
complexe 2, in plaats van x in een st rook a ~ Re z < a+1), dan wordt 
door (2) de waarde van u overal vastgelegd. Daartoe is dus een verder 
gaand gegeven nodig dan - zoals dat in de theorie der differentiaal-
vergelijkingen geschiedt - alleen het voorschrijven van de waarde v2r 
u(x) in een gegeven punt. 
Indien echter uit (2) slechts de waarde van u(x) voor gehele 
waarden van x behoeft te worden bepaald, dan is natuurlijk het voor-
schrijven van de waarde van u(x) in een gegeven punt x0 (x 0 geheel) 
wel voldoende en verkeert men in een geval dat meer overeenkomst 
heeft met dat der differentiaalvergelijkingen. Wij zullen dergelijke 
gevallen later nog wel tegenkomen, maar geven nu reeds een 
Voorbeeld. Bepaal de waarde van u(x) voor gehele x uit u(o)=1, 
/:>U(x) = xu(x). 
Oplossing. Men heeft u(x+1) = (x+1) u(x), dus uit u(o)=1 vindt men 
direct u(x) = (x+1)! = r(x+2). 
Opmerking. De hier gevonden oplossing is voor niet gehele x geens-
zins de meest algemene oplossing van de gegeven differentievergelijk1M, 
met beginvoorwaarde. De functie r(x+2)e sin 2 "x voldoet bijvoorbec:c 
ook. 
§ 12. Lineaire differentievergelijkingen van de eerste orde. 
Wij beschouwen thans de differentievergelijking 
(1) a(x) ll.u(x) + b(x)u(x) = r(x). 
en laten zien, dat deze op een soortgelijke wijze kan worden behan-• 
deld als de differentiaalvergelijking · 
DE 65. 
a (x)y 1 •t- b(x)y = r(x). 
Opgave 1. Los deze diffcrcntinalvergelijking op. 
Onderstellen wij, dnt cen particulicrc oplossing u1(x) van (1) 
is gevonden, dan vindt men voor v(x) = u(x) - u1 (x) de homogene rela-
tie 
(2) a(x) L1v(x) + 'D(x) v(x) = 0. 
Omgekeerd geeft elke oplossing v vnn dezc vergelijking aanleiding tot 
een oplossing v+u1 vnn (1). (~it is trouwens een bijzonder geval vancEn 
algemene stelling bij lincaire inhomogene differentievergelijki~gen; 
zie § 13) . 
De VE::rgE:lijking (2) is te schriJvcn ln de vorm 
v(x+1) - A(x) v(x) - 0 
met 
A (x) = a(x) - b(x) 
:1 ( X) 
Hieruit vindt men 
(3) 6 log v(x)== log v(x+1) - log v(:x) = log A(x). 
Is eenmaal 6~n oplossing v 1 (x) gevonden, die nan deze vergelijking 
voldoet, dan vindt men 
L 1 og V ( X ) == 0 , 
. ~ 
dus log~ is een w-funct1e, v(x) -- v-'\(x) w(x) en 
( 4) 
Het bepalen van een particul1ere oplossing v'1 van (3) gaat soms dir~ ~ 
soms echter slechts door tc schriJvcn 
X 
( ) (' ( ) 1 og v '1 x = 0 1 op; A t t\ t 
C 
Men vindt dan dus A(t) ,c. t 
v(x) = w(x) e 
Voor complexe xis de laatste e-mauht zoals wij in 
bepaalde onderstellingen over A(t) eon analytische 
is dan ook het geval met v(x) zodra w(x) het is. 
s; 7 za::ren onder 
'j .::, 
functie van x, d;:-,1; 
Om nu de vergelijking (1) op te lossen schrijft men u(x)=v(x)w(x); 
waarbij voor v(x) een oplossing van (2) wordt genomen. Dan vindt men 
na inzetten in (1) onder gqbruikmaking van (2) 
( av - bv) 6 w = r, 
dus 












"-',, a-b > Jog iJ 
C 
;_\ t - s a-b log /':,. s a 
u == e 
Voorbeeld. 





+ > -(ci-b) e 
C 
C 
De oplossing v der bijbehorende homogene vergelijking voldoet aan 
x v(x+1) = (x-1) v(x). 
Men ziet onmiddellijk dat een oplossing hiervan luidt 
1 
v(x) = x-1 . 
Stelt men nu u = vu1 dan vindt men 
De differentievergclijking 
u(x+1) = n(x) u (x), 
woarbij a(x) een rationale functie ls 
::1(x) = 
bezit kennelijk als oplo □ sing 
u(x) X = C 
x2 = x2 
-- (x-1)v 
waaruit de meest algemene oplossing volgt na vermenigvuldiging met 
een w-functie. Als toepassing geven wij de 
Opgave 1. Los op de differentievergelijking 
(ax+b) u(x+1) + (cx+d) u(x) = O. 
Wij vermelden thans zonder verder op de eorie in te gaan, dat ann-
loog aan de theorie der totale differentiaalvergelijkingen een theorie 
v0rgeliJkingen van hot :yp~ 
. ( X .. ) ; ' \ ' ,. {,~ 
V "" 
. )' \ '\ . '(' \' X . ._ "1 V i X I- " l - XV I ~ l J.. f 1 '' ~- ,'\ V ) - i', V .i • 
,,. • • ' \ ' ' \ §' ' ', "'. ; ( ,.. \ ,, ' • ,¥ 
d·us .b. v • f(v+ 1'.>. v· - r(v). 
11.,Jki.ng 
lJ :::: .X l\ ,.2 + ( l"::. ~-.i ) 
• l , ··1 \ • ,. \ • ,1 V \ ;(.,.. I +V I, X / :cco - }, - I • 
\ ' '·""' ..,.,,,, .. , , , 1c ~ , ... i'r " ( X .1.. -~ \ .~ P ( y \ \.~~-e.1, ...... lJ..,Jl _,._.:.i,-:.:, Y;, , 1}, ~· \""'/ mE)n 
dBr) ·-.:./·;;~(-)x 1,-.; _, dnn ·vt:"1c1t ,,·,:•,:P,•l.,, ,.~··,,.-:,r '1,· ,,' .. ·.•✓ \,, ' 1('• 1-< ·! 1·•;,,.,t"' ,..,t~ C\1 t''l"Nt"• I \ Jkj ncr 
_..__ ~ _., .,... ·•· :\. ',,,< ,, ._.t ..... - ,l ..... ,..,. I, ,1 ',.I,.. .,. ., ~ • gl',, _... t, \., ,. •c.) 
A·:..:(,..') ( ,x+·1 l..,,. ,, 
.,_.n ,f\, ... ,-,I ,.,.,,.,•':)• 
E,:;n oplosslng 1 
... 1f . 
E11rn1nAt1e vnn v hicru1t cn ujt di Jors~ronkelijke vergelijk1ng (ane-
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loog dus aan de werkwiJze bij Clairaut) levert ons 
( X 1)2 1 2 U== W ( - ) - 1f - Tf X , 
Ook is een theorie ontwikkelc1 h1andclendc ov(.r c. ,rent L .. v._, 
lijkingen van de eerste orde, waarin hetzij u, hetzij x ontbreekt en 
eveneens is het analogon van de differentiaalvergelijking van Riccati, 
hetwelk luidt 
u(x)u(x+1)+p(x)u(x+1)+q(x)u(x)+r(x)=O, 
nader onderzocht. Oak daarop gaan wij hier niet verder in. 
Tenslotte mcrk\.::n wij nog op dat bij differ12:nti,,v,.r 1ijkingcn vDn 
ck 1/~ ordc waarvan ,~en oplossing u 1 b1:k,::ncl is dz. o'.)i_or.;:s1ngterugtetrenge,~ :•.,:: 
t t diE van Gen (n 1) ordc vcrgclijking door uit d~ theorie r if--
;. ,.r0nt iaal vcrg" 1 i Jki n 1tH:. lbckcnd, subst 1 tuth; u=u1 v . 
§12. De lineairc d1ffErLnti~vLrgclijking. 
vf:LJ bcschouwen thans de 1ineairL differ,;nticv,.rg,::liJl:1. van d,.,. n c c_,rc'~• 
I:_, a ( z ) = 0 , d an no, \. :1h•n de vcrgcliJking hornoge:ecn,; J.':, 0(z)fo dan J.nhori1r1 · 
clat de must al ,-ncrh. oplo:~1s ing van de inhomogcnc, vt.r6: 7.:i.jking t,. schr:LJ 
vcn is in de.; gulaant, u 0 (z)+u(z), waorbiJ u 0 (z) "en pt,rtJ_culicrc o;Jlo 
s:i.ng is van dt:.. J.nho11og:Ln" vcrgeliJlcing en u(z) ck •1 1,.ust algcmene le,,:,· 
sing is van de homogonc vcrgclijklng. Immcrs men h~cft 
L(wu)== o.;L(u) ( c..o is ccn w-functJ_L.), 
L(u1 +u 2 )=L(u1 )+L(u2 ), 
c:Ius uit L(u)==21(z) en L(u )=a(z) volgt L(u-•u )=L(u) •L(u )=0 En omgck,c. rcJ 
0 0 0 
::., .. id,.n de rLlati s L(u )=a(z) LD L(u)=O tot 
l~(u+u )=L(u)+L(u )=n(z), 
0 0 
De bchandeling van hc.t problecm komt dus neer op h~t b2palen van {~n 
particulicre oplossing u0 a~r inhomogene vcrgcliJking an de mcest a 
,!!:, nc. u der homogcnc Vl:rgc 1 i Jking 
De bes chouwdc diff crent h. vr:.;rgc l i J king L( u) =0 irnn n1;:.,n o , k s chri jvcn 
1 n de gedaante bn(z)u(z+n)+bn_ 1(z)u(z+n-1)+ ... +b 1(z)u(z+1)+b(z)u(z)=O 
Dan neemt men hicrv~or de volgende puntbn singu]1cr: 
1~: de nulpunten oc1 ; ~ 2 , ... van b 0 (z); 
'.~,.: de:; essE:ntich.: s:rngulariteitcn ft1 ,. 132 , ,,. . van b0 (z), b1(z),,. ,bn(z); 
3l'; de nulpunten 'f.-1; o,). , .. van b ( z -n) . 
I ,_ D 
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De puntcn oc1 -m, f 1 m1 fa1 +n+m, ~i~n (m geheel) heten congruent 
r1Lt singuJ1;:re ,)unt:,n (I..h.a. ncic t men twee punten pen q congruent 
rls p •Q gehcel is) 
Is cen cY~> loss ing u( ) VJcrgc. uchrc:vl n in cl,. r: tr0O1{ O :s Re z < n, dan 
v1ndt n1<1n ui.t L(u)==il , :)or losscn ook dt waarde van u(z+n), dus de 
1:1aarc\ c:-r oplos:::;· •.n (t s trook n ca R-: 7; < n+1;) cnz. en do·,r op los-
s,:.n v1:m u(1.:) vindt nkn >tngl.ckct..::rd ch~ wa,rcL dc,r oplossing in d0-.: strook 
1 ~ Re z < OJ cnz. v1ndt men dus direct de functie u(z) voor alle 
(.:, 
.t 
s tr o <.: k ,., - 1 ~ R c Z < v 
moct zi n dan vindt 
a 11 e en g ,, 1 c1 t in cl-. 
en cld~rs in O i R. 
r of do~rmt congrucnte). Zou men b.v. ind 
(v=1J .. •.1n) h,::_'.J!J .. n voorgc,schrEven dat u(z)=w.,,('.:) 
c:1.rcct at u(~,)=c.v.,/z)u1 (z)+., +wn(z)un(z) ni> i 
r c 1-c O ~ R c z < n ( 111 1_. r J. s u,,, ( z ) = 1 1 n "v " 1 ~ R c z < :i> 
< n geldt u~(z)=O). maar op grand van de linl' · 
ariteit v2n de opcrc:"C :c L :1ok i.n cllc, ::: wc:ar met het hierboven uitc n · 
gczett proc~d~ u(z) t_ VJnd~n 1s. Natuur iJk bchoeft de hi~r gevondLn 
,YJlosGing u(z) gc,crn,;;; 11,3 continu t 21,:Jn o;:-:i de r,c:chten Re z=m (m gc • , 
l~ •,:, , .. 1 ) "(:' ,- .. T . 11 . Ir ' . , .. , h.,c • .ulJ I'll Lt,,,l .. J "·• •. ··· ( Z ·1i00 'oj' · _, l .:.:, - J c.il1D J. 1s chc) begins trook-voorw aard,.n 
gr nd v::m ,: rv ringcn van d rie der horn gene linc21rc 
di..ffer ntJ .. ,•lverg:,l:_J:: 11 n V1;,rw cht nH:il (:iat de me .. st a.lgeml'ne opl():c, 




U= w1 U '1 + , , .. -: uJ-, 
kunn;c•n bczittu, \', arb:i.j (u1 ;,,. ;w11 w·.1.1.lckcurig w functies zijn n 
c1: funcl:ics u 1 ,. 
H1,,.rbi ,J noemt :kt.1 
. u 11 wurdt ond. r t. 1c' d t ze w--onafhankeli.Jk zqn, 
n -functie~ u~ ... ,u w-onafhankelijk als er w-
1,,, r1 (. 
(•·ti. t allen 1dcnt 1 1•: nul) en cC:n punt z bestaan 
, Wn ( Z) Un ( '.3) t-0 
i.:3. (0 ~n het Vt rvolg w0 rdt, tcnzij het te ndeel worCt 
gc::melc'., onc1er·stclc1 •., \; c\ b(,~3chouwcl • nunL'.d1 z nict congruent ziJn rri'..t 
,_'(:D stngu1:i.isr punt). n staDt , r nid zo'n punt z, dan hetcn di(:: func• 
tL.:s w 8fhankc1J.Jk. Ck1 t,. ondcrzoct<: n '.)f n gegvvEn functi,·:s, die vol 
drJt..:n aan de dif fercnU.evergE.: 1 i jking L( u) :=O w-onafhanke 11 jk zi jn, voer, .. n 
wiJ de determinant 
u'l(z),,, (z) u 1 ( 2;) , • , • vn Oz) 
C(x);;:; 
L\ U ~ ( Z ) , , , 6 U, ( Z ) 
I l l 
U '1 ( Z ·: 1 ) . , , u 11 ( Z + 1 ) 
j~1 (z-;.n· 1) : '~n(z~n .. 1)) 
v cH1 Cas ors.ti in H:u:r,w,.ir bE.:wi j zcm vn J ;:1 1(. reers t de vo lgende 
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StLll1n~: Is C(z)a0_ _, __ ,_,,...,,. .. , U ( .,·,, ~ -~ ~,-r. ·•''h"'nk · , ·1 jk •"'n o,.·g !&J - ,:., l. c;. <,; ·• .• ,., "I i;. 
f\ .. WlJ::\. ', ·, ('( -~) ·" •,,t ·••"f1 ., 
••--. / J j• i.) I,- 1-.t,, '!C.\,.,," ).\ 'f,.,~·• 1,.~I" la~tate rij vhn C{z) resp. 
·./ \ I ·' 
( lt) 
.k. 
cl 2 t 
r··, ..• ,.,,._ 
,.,.•'(" '.... . "' 
,., I .. , \ U f ; ·+· , '') 
, .. ,,,,,, ,,\•···"'· 
; l l 
, ... t, (;·)Un\.' ')') ,~, 
, • , " r· . ' . :,· ,-.r·-. ·1 ·, '' C ,,., i ,.,. ~-1 \ ~., ( •: .,. ,, ) L'1.,tj \,'',-1.·; ·,,.,'\ ) ~ n. ~h\,•.~.J.,,.,.J ► .• _,,,.~~,, J ,d-\r1·¥',.,il ·, ,,. 
~' .,_d_, nul 1. 1,v: f,.:n· ,-:'--n tH kt~ndt stt:lling G 
·,•.~, \ t ',."., .. ,:,,, ~~ ,,. ''"', ~ ' 
' '.. \ ', 
,:i 
1 
( : \" '1 ) 
ll-' ( • \ I { ,' ·,:: '_) 
. ,'! ,, ,., I _.._ ·j -. .. 
l .. ( ';j ) •.::.· '. 
·: / 
1 U. r1 ( ::·~- ) 
J Z. ,.) fl 1.J ~-- !" 





·,, ''\ ( ,: ) UV ( • \ ; ( ,._,. \ ·, ·; ( •7 \ ·-- ( '1 . " I ,,,, }' i, ,_ .. ) .. 
r• \' J f! ·1 , l 
• 1 ( ,., ·r•) 1' I 
,. , .· .. , .,.. ' .A "I \ . \ ,,i,, •. ,\' i· ""n\1:, ''l! 
u/ :•· ) ·1, ( ·'' \ •. , ' •• \ , . ' •.• ') . 
\, -...,1 ,, ... J. ,)...1 .i ·: "½1 \, } ._'_ ·1 \ (..,, , .. t• 
,., 
J\,i' 
• n ') I 
no,. r:11. n . 
r1.:s·t1Jtaat., n, d.at rn\_ri 
\,, r; ,.,. JD .,v-- u( 7 'J ,,., L. ' , • .. •, ! "" .. 
' t 
n r ctJ•f~nct;Ls zodani~ 
.:, .:1 ~ Wt. g;r .. dS w( z)>":ii (. ·•i rs w ·r•t n 1· ( --) 
.,_ ., I, .. '·· ' ~" • ,( -•1 ;,_, . 
u(z)Z< "'-~1 (. ) 1i.(z.)+, .. -H,},?{,::)u,__ 1 ).. 





















tcrminant g,.li/c 1s aan EC{z),•1;;.n dus ~o, 
wont ~,. ••;Un ziJn w nafhankcl1jk. Ui.t .6.w1 , .. . ,Awn vindt mt;n tt:nslot" 
t na s,)mm2ti12 w1; ... wn' 11fg1..zit n van w-funcths, dus ook u. Wet:r 
vtndt m< n h1erbiJ h , r, :..;ul c r, t b.ru:, r1 ~ ,; u d1.. geda, nte 
u=un : w., 1..1 -1 .. .I-Q.ln un 
lh,:ft, H, rb1J nu w ,l' w1 , .. ,w0 wi:l w-functh:s z1jn, waarbij u 1 , ... ,u 1 
w1 1 l1..lc .. 1.:r,g, .. w--onsfl:. :11:t.llJk,. )p1,.,ss1ne;,.:n z1Jn van de homogent. Vt.rge--
l Jking L(u)=O c.n u,i , .. n pnrticullt..r, opl -ss1ng is van L(u)=a(z). 
V0orbc,2ld. Bij de ;~'_,;'r. r,.nthvt:rg, ll,Jk• 
l f'") 
L(u)=z(z+1)~·u-:~AU·U=Z~ 
hceft d, corr(sp ,m; l' :h''., l:•Jm0gcnc v rg, · qk1ng L(u)=O, zoals mtn 
gemak\{t:1iJk inzL , ,n plossing u 1=,·, c, lt m~n de twt~dt oplossing 
u 2 van c1 · ,_ vcrg .. l · J:c .,1· g'" lqk ai:ln vu 1=v::, dan vindt mLn na substitutl, 
vo:)rv d. vc.rg1::l1.,Jf:,.,. 
dus 
,:, 
( Z +2) A'.:v t.:; V=-0 




r / ,: 1 \ C 
W = C !...i.;_...:..J._ .. 
r(z::ci) (z+1)z(z-1) 
W1j kL.:z. n tcr v, r, ,nvc,udJg1ng d r v'-. re:. r b,. rek<c ning c=-2 t n vinck n 
. ' 
dan ui t AV= ·' -- • direct 
(z+1)z( 1) 
d at. 1 a 1 Cl t 1 th v z{z-'1}, us u 2= z:-::r. u E. anf~, 
,., 
c c n part 1 cul it:· rt:. 
CO,) 
f)1 :~sing u 0 van L(u)=z'- geliJk a[,n u 0 =w1u 1+w2u2'= 
=W1z+ ~ . DE: ml thu'. 




jLr variantic d r co~ffic1Vnt~n lc~rt nu 
+f..W -1 
.6.W2 
2. ( z -:-11 • 




W1=½Z·•li'V( Z+1); '°2=-~3 ( z), 
dus d~ algemene oploJ:1ng dtr 1nhomogene differentievergeliJking luidt: 
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w2.arin w1 en w2 nu w ... 1 w--functies zijn. 
Wi J b(:; s chouw"'n tlrnns d0. homogenc v,, rgc 1 i jking 
(6) L(u)=a (z) c.'1u(z)+, .. +a,.,(z)c.u(z)-:-a (z)u(z)=O. 
n 1 0 
Anc.loog oan dE; tl'Lo,n'.. dcr diffcrentie2lv,.rgelijkingen kan men zich 
afvrag-.::n :Jf voor op r,~ :~orln L van hE. t hi,,r bcschouwdc type een 11 hoofd • 
r.,tcll.i.ng van dt; 11 2lg,.1Jra 11 11 luidt, die inhoudt dat E::r n functies 
oc...,(z):; •.. ,cxn(z) bGstc n; zodanig dat 
( 7) L==an (L'. -0<1 ) , .. (6 -·cxn) . 
00k hier bliJkt dit hct gtval ts ziJn, 1mmcrs het is voldotnde aan t~ 
t0nen dst voor zo 1 n operator cen ontb1nd1ng van het type L=M(D-~) gelGt; 
waarna dit dan} door volledige inductiE:. bl:LJkt (hierbij is M dan 1;;:;12n 
'' opcrat')r van de ( n 1) - ordc in c. m<::t be:;gi ncot! f fie i~nt a ) . Nu wet 0n 
n 
wij d8t L(u)=O ZE::!:c.r : ,:n oplossing ven hct typt.: wu-, bt:zit, dus dat 
~der~ oplossing van vergelijking 
(c. ·· Ll.U--J )u = 0 
u'l 
voldo8t aan (6), waarna mtn door ccn d22lproc~d~ (vgl. de toepass1ng 
van de thtorie dcr r; stst~lling biJ ct,, th~orie der vergelijkingcn in 
.t..U 
de alglbra) vindt ds~ inderdaad geldt L=M(~ ---1). 
u1 
Omgek2erd levLr~ de ontbinding (7) ons direct ffn oplossing van 
(6), nl. d.iegt:mc-, c\:L:... u1t dE.; line a ire v,,rguliJking ( 6 - 0<.n)u=O volgt. 
In teg0nstelling tot c~ th~orie in de algebra is het hier in het al--
gemeen niet zo dat oot uit (A-ex 1)u=O c,,n oplossing van (6) volgt. n-~ 
Dat is slechts dan zc als Look cen ontb1nding L=N(A -~ 1) bezit. n-
Eenvoud~Lgc:: vocrbl~: J.c:., n L. rcn re eds d at n1c 'c steeds gc ld t 
( 8) 
immers men heeft 
) 2 (c. - oc.1) (A··°'-;? =A -o:.1.6-oc.2.t.+cx.10(..2 .. (Acx.2) ,E 
en dus geldt (8) slcchts als LICX1'=.c.<X2 is, d.w.z. als0(.1 -a2 een w-functic. 
is, 
Er is echter &Cn g~val waarin men zckcr wel de volgordl der fac-
toren in de ontbind:,.ng van L mag wijz1gGn; nl, het geval waarbij L 
constant(;; co13ffic:i.(jntL:n bezi t. Hierop ga,rn wij in de volgende para--

















! ) "" 
r 
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bij polynomen a(z). 
Opgave 4. Los op d2 v rg~liJking 
ToepassirlE.• ( 0'.Jgavc 6J c:,.r Wiskund:i.e;c. OpgEwen, '17e dt:.el van J .G. van 
der Cor•)ut) • 
00 ccn 0xamen w- r~iJ iedcr8 vra~g met Ja of nee beantwoord moet 
worden, wordt icmcn( :,_:,:.~xamincerd die ntc ts van het vak afweet, zodat 
biJ icd::r(; vra, g d,: bmE, op CE::m goEd antwoord ½ is. De eximinator her•• 
haJlt. en go~d bean~vroord2 vraag ni: t, Coch een verkeerd beantwoorde 
vr2ag ~~n-cn slEchtc finmaal~ zodat biJ d8 tweede keer het juiste ant• 
woord worc1t geg,,vcn. U. t J.s gemiddelc1 guv:imen bij n vragen het aantal 
gocde entwo rden? 
Oploss1ng van C, J, ):hm11-cc1mp. 
T,sat u(m) de kc:,1::l z1,Jn dat het ;::,ntw)ord op dE me. vrc.:ag juist is, 
Dt kans dat h~t vc0k~~rd is is d§ri '1 u(m). Is het mE antwoor~ gocd ~an 
is dt kahs dat de vulgcndc vra~g juist wordt btantwoord, gelijk ain }; 
E: is het m 2.ntwoord vcrkeerd dan is dez:-. kc'ns gelijk aan '1. De total;_ 
kans dEt h£t (n+"l)~ antwoord goed is, 1s dus 
u(m+'1)=},u(m)+1,.(1-u(m) )='1 },u(m). 
Et;rst l')SSt;n wij ck. homogtnc Vtrg(<llJking 
u(m+"l)+}u(m)==O 
op en vindcn d1r£ct u(m)=c(-½)m. E~n particuliere oplossing der 1nho 




De elgfmcnc oploss1ng luidt dus u(m)=;+c( -})m. Vcrder he~ft men d0 be 
() I·, l~l] '1 21 ffi ginvoorwaard,. u '1 =·;2·, c,us ;f=3-2-c t.:n c= 3 , dErhalve u(m)=j+J(-~) . 
BiJ n vragcn zal h,;t ~antal juist be2ntwoorde vragen dus gemidd~ld ziJn 
n 2 .,, Z u(m)=~n-..,'..('1-·( }.)n). 
ID= '1 j ?3 
2 Bij grate waarden van n wordt dus gemiddfld 3 der vragen goEd besnt-
woord. 
OprnErk1ng van J.G. vin dtr Corput .. 
Er wordt bewecrd dat dit systeem b1J sornmigt examens wordt toe-
gepast en dat het le g~te daarbij behaaldc cijfEr 7 is, als '10 het 
hoogste te behalcn c,.Jf8r is. Dit bliJkt inderdaJd in ov~reenstemming 
met de u~ tko_rns_t d1:cr b~rt:kE n1 ng. 
i. I ,, ) r. ·,, , ,_ ···. 
'·· )l \ ,,, , ,,,, 'fi-~, ... 
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te br~ngcn 1s m2ar 
er nahst d1' ~c even ~1:J:h•.uwd~ d1ffrrenti vergel1Jkingen een type ~r1~-
t: 
~P~-u~:,sir1frc·r1 \/·,tl :·t:: 'lf!'"-lt;c11_jktr--ig \'!r::,r1 E:·u.lt::r' :'.:l.t_/1~, 
t•. probet'en v,c:~:~(-X), Men v1.ndt den n:i substL~u•l.., 
(··v\ rC(.\ )) o:.. \ I ; \ } :c.;:C' 
r: L.., ::; y (,\t ( ·;•) ~c:(; 
')' ::.'.::() 
Zadra ~ctiter onder den nulpunten geliJke voorkomen 1 1s het gevon-
den stel kenr,el1Jk niet r:i;:ln'• w-onrStlcn:keltJk, Ht~eft een nulpunt o:. van 
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G0:makkelJ .Jk voJ.gt b. v. u.Lt ( 2) door vo1lcdige: inductie C.at \chi < M 
oo h (wr1c::;rbij M en van h n:fhc:ml{elijlu constcmte is), zodat W=L.. chz 
h===O 
zeker voor lzl < 1 convergent is, ov2rcenkomstig met het 
feit, d8t ok ,./ 2 .i elk citr optrcC n(le co~fficH!nten in ( 1) L 
aldaar 2en cnnvergente reeksontwikkcling na~r machten van z bezit. 
Men k&n dcze theori; die a1s h8t ware een uitbreiding is van d 
v;;m de lineE1ire differ.::nt:urnlvergel:i.,j ng m,,t constante co~fficitinten, 
nog iets gcncralisercn ,m andere diffcrentiaalvergeliJkingen, die een 
uitbreiding ziJn van d reeds eerder genoemde differentiaalvergelijking 
van Euler, op Le losscn. Dit ande1c tyve luidt als volgt: 
Het Eulerse gevsl trecdt opals de funct1es av(z) allen constant (=a~) 
val vindt men lossingen van het type z~, zijn. In het Eulerse 
wRarbjJ x een passend 
vcrgeliJlnng 
zen getal is, in casu een wortel van de 
(n).J.J (n-1) , 
oc , d 1oc :+·· ••• +c1 1(;-(, +a =0 n- o 
is. Zo !comt men ertoc om blJ (3) oplossingen te zoeken van het type 
waarbiJ ~ een nadcr te bep8lcn const~ntc is en natuurlijk ook d£ c ~ffi-
cttnten ch nadsr moeten warden bepa2l(. Het blijkt, dat als men stclt 
00 Z h . J))( z)= _ avhz ;i dat ex. moct voldocn ,3Dn de vergelijking 
h=O 
•1~elke clc inchcj_a lvergelqk1ng ( of exponentenvergeliJking) wordt gc--
noemd. ~ij ulk der n wortels oc dezcr vergelijking vindt men dan i.h a. 
c:1dubbelzinn1g de wa rel.en van c 0 J c 1 ., ... Hier zijn dus 1,h. a. niet d 
waa~den van c 0 ,c 1 , ... ,en _1 of een a._nt51 dezer grootheden voor te 
schrijven. Uitzonderings vallen trcdcn slechts op zodra de vergellJ-
king (!+) wortels bezit met een geheel verschil. Zijn b.v, cx.1 en oc2=0{T3 
wortels van (4) 5 ma3r bezit (4) verder geen wortels 1 die een geheel 
verschil met ~ 1 hebben, dan vindt men allereerst een oplossing 
en verder een van het type 
t: l ) 
l n ven., 
n 
t t,. I. 
1 t ) ' 
1 
'I 








_,L n l 
''E' 8"' J.j 4 !., ij 
(}"t;'.65"./c ·1 ~- Bc·~•11.Js Cttt 1• 
Na::,st 1 ( z) tt't':,.idt d:n: w,. i 1,;;;n :le.gar :.hrni:.\ch1:: Gplc)saing 0:-1. die m~n 
di:, • 
Cf '');•,v, r•• ' I j ! ,, \ / 1'" ""•"' : .. , ,: t" 1,,1 ""M' ~-"" \ 1•• j "j, g,•vo"" ,,j,,,1~ C>(~l'\...;,,,o il· \.. ~ri\_•.,) \ '1---.\J·- ~.,,.i..·, 't ,,\ !~ 1:.\A•;\t,('.1,,1,r,;1 '.<· ~~l..,,J..t._,, _::; tf\..~t.:.:.-l 
1n h~ \, : .. , I,. p,•l, ,, ,., ( ·) ·ci 1 t' {'{)''V•::•~Q:f'nt <,i:.•ar WbSY' (:, 
,, •. ,,. ·> ~" ',.,...l\." ._ t..J f') \ '' i ,,,, . .,, •.,,} ·--~ .. , .. il •-~ .4,. -.,,/·... ...,, ._., -~,i1.\., 
r. 11 ~1 .. 'n :: r,' h, t zi, 1r.) dm, voor al.le ( ind:lgt z. Dt.:: 
•? J /' ' n \ ... } ,.v, n'i:.,J.ec';. :,fg.-,z,::.n vr:m de f;~ctor z. 0 , gtdi,.;\::; 
rentievcrg~lt~king~n, wa'rb1j zich soortg~ltjk£ versch1Jnselen voor-
d~r fHrtoren Pen RJ zoals dit 
avcrzichteltJkhcid, en ot,k 
~nolog~ lecc uw1ngcn t,. GCv0n v~ r LfftrEnticvergeliJkLngen van 
Lesp:•oken tynt d1f.fer·ent:1.aa1verE:e11Jk1ngen en dus ntaai~ het geval v::n 
de tweede crde, )J~ kunnen wij Je vcrgelijk1ng sctrijven in de ge-
+ Q ( ~'. )w'-",'J, 
zekcr l1alfvlak convergente faculteitenpeeka-
cmtwtkke l.:ln£;en 
I ~X:. ( }-, ) 
r· \' 7 ) --, J r ? \ • ·' .... 











te b~~rigen in 13e gedaa~tc 
,x, 
,-




~··• L ... -. 
h \ ,., 
.l, R I W=U. 
·n _., 
Rh q h 
§10 vinden w1J da11 v0:~ 
~eze gedaGnte noeDt M11ne-Thor1s0n de canonische gectaante. 
Opmerking. Je laitste so~ t~ssen ~c~oladen bevat slechta eindig veel 
termen indien de ontwil<ke l hifen van p( 2:) en q ( z) er slechts eind lg 
veel. bezi tten. 
Probeert men nu een oplcsa1ng w met Je faculteitenreeksvoorstelling 
,:,:) 
7-Wa: t __ 
h=O 
., ,. .in) \ ,.,. ,.,r\.•, , 
\,} 
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